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Introdugao

Pelo menos desde meados do século V AEC, a ideia da quadratura
do circulo é um lugar comum na Grécia Antiga, usada em alusio a algo
impossivel de realizar, sendo um problema amplamente conhecido pelos
gregos, tanto pela elite quanto pela populagio em geral. A propésito,
podemos ver na pega Aves,! de Aristofanes (c. 447 - c. 385 AEC), a
figura do astrénomo Méton (c. 450 AEC) como personagem, munido
de instrumentos comicos como uma régua curvilinea para medir o ar,
oferecendo suas medigdes e seu saber sobre como construir a polis para

desenhar a estrutura da cidade utépica proposta na obra.

METON Com a régua [curvilinea] mego uma linha,
E aqui o circulo se torna quadrado®

(Aristéfanes, Aves, 1005, tradugio nossa)

Para que o uso desses instrumentos estranhos, utilizados para
quadrar o circulo, tenha o efeito cémico e absurdo proposto por
Aristofanes, a imagem da quadratura do circulo estd bem colocada
perante o puiblico em geral, servindo como uma metifora do impossivel.

Além dessa relagio do problema pela populagio, esta quadratura
atraiu o interesse dos matemadticos devido a sua nio resolugio através das
ferramentas da geometria euclidiana, sendo considerado um problema
emblemdtico a0 longo dos séculos.

O processo da quadratura (tetpaywviopog) de uma figura plana
busca construir um quadrado equivalente em 4rea a figura dada. O

interesse pelo estudo de medir 4reas remonta a necessidades da

I A primeira apresentagio da pega é datada em 414 AEC.

2 ME 6pB¢ petpfioe kavévt tpoatiBeic, fva / 6 kikhog yévitai oot Tetpdywvog, kv péag (Aristofanes, 1005).
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agrimensura, urbanismo e formagio da polis. No Decreto de Cirene
(comego do século V AEC) vemos a preocupagio com a divisio de
terras como uma questdo central na colonizagio da cidade: “os colonos,
mantendo o acordo [...] devem participar da cidade e das honras e
devem receber uma porgio de terras entre as nio ocupadas™ (Dobias-
Lalou, 2017, p. 30-33, tradugio nossa).

Um povo que lida com divisio de terras requer conhecimento de
dreas e proporgio, a fim de permitir a comparagio de terrenos com
formatos diferentes em relagio 2 variagio de solos e disponibilidade de
espagos para a partilha. Cirene foi uma das colonias gregas mais
proeminentes e prosperas, € se enquadra nesse contexto de colonizagio
que ocorre desde o século VIII AEC, sendo esse processo de divisio de
terras comum na formacgio de novas colonias (Robertson, 2010,
p.10-11).

Platio (c. 428 - c. 347 AEC) discute no didlogo Ménon
(84D-85C) sobre a duplicagio da drea de um quadrado, onde, através de
uma conversa entre Socrates e um escravo, ele utiliza esse exemplo para
sustentar sua tese de que todo o conhecimento se encontra no interior de
cada ser e apenas necessita ser descoberto.

Essa passagem salienta a matemdtica utilizada nio como fim, mas
como o meio pelo qual Platio articula seus argumentos. Mostra também
como a duplicagio do quadrado é um problema ji resolvido e
conhecido pelo circulo de Platio, o qual nio era composto apenas por
matemdticos, mas por pensadores de diversas dreas. Isso se evidencia
porque Sdcrates escolhe conversar com o escravo, jd que os demais
presentes ja teriam acesso a essa discussio e a solugio do problema. O
conceito de quadratura em Platio mostra como a discussio sobre ireas
avanga no século IV AEC. Assim, vemos que o problema de construgio

envolvendo 4reas e quadratura é bem antigo, mesclando-se e

7 “Al pev 8¢ ka katéy[wv]- 11 TV oikioiav of &moikor, [tV Onpainv] 1oy karamhéov[ta] Gotepov eig Aiav

[kai wlo[Mrhiag] kod Tipdp wedéy[ev] kai yag 16 dbeomdte [dmolay]ydvev” (Dobias-Lalou, 2017, p. 30-33).
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perpetuando-se na cultura grega.

Chegaram a nés poucos fragmentos ou referéncias 3 questio
matemdtica sobre a quadratura do circulo na Grécia. No periodo pré-
euclidiano, as mengdes sobre o problema vém da obra de Aristételes (c.
384 — 322 AEC) e de seus comentadores, desde Alexandre de Afrodisias
(fl. I-1I EC) até Joio Filopono (fl. VI EC). Sio citadas as supostas
solugdes da quadratura do circulo de Hipécrates de Quios (c. 450 AEC),
Antifonte (c. 450 AEC) e Brison (c. 400 AEC). Nestes fragmentos, as
quadraturas do circulo sio citadas de maneira alusiva por Aristteles,
sendo que os processos, em parte, sio trazidos pelos comentadores, ji
tardios.

Limitamos nossa andlise as mengdes das solugdes de Antifonte e
Brison, pois observamos que esses tém recebido menos atengio por parte
da historiografia da matemitica em comparagio com o trabalho de
Hipdcrates. Isso nos permite destacar que os métodos propostos nesses
casos sugerem uma abordagem geométrica distinta e independente das
questdes levantadas pelos filésofos a partir do século V. AEC. Essas
abordagens jd incorporavam o raciocinio do continuo e métodos
aproximativos relacionados ao infinito, que preparam e anunciam a
elaborag¢io do Método de Exaustio.

Este artigo estid estruturado em trés partes: primeiro,
apresentaremos os fragmentos e, por nio serem textos matematicos,
contextualizd-los dentro da obra de Aristételes, onde as quadraturas do
circulo de Antifonte e Brison sio utilizadas para reforgar as posi¢des do
autor. Depois, levantamos o debate existente na historiografia da
matemitica sobre as interpretagdes destes fragmentos. Em seguida,
buscamos oferecer algumas pistas de leituras e interpretagio que diferem
um pouco da literatura académica. Este trabalho nio tenta ser exaustivo
em abordar todas as anlises feitas pela historiografia a esses personagens,
mas buscamos trazer algumas tendéncias de andlises destes textos e o

confronto entre estas diferentes visdes.
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Exposicao das Quadraturas do Circulo

As trés quadraturas mencionadas sio apresentadas por Aristoteles
de maneira breve e eliptica, como ressalta Paskaleva (2019, p.194),
indicando que havia um conhecimento geral entre os estudiosos do
Liceu em relagio a esses esquemas. Nio é de se estranhar esse aspecto
lacunar nas exposi¢des, uma vez que essas citagdes sio utilizadas para
exemplificar certos vieses l6gicos e eram amplamente conhecidos, o que
leva a Aristoteles a julgar desnecessério descrever estes raciocinios. No
entanto, esta apresentagio sucinta nos deixa com material limitado para
uma anilise aprofundada.

Nio existem relatos anteriores documentados dessas quadraturas,
e, portanto, nosso conhecimento sobre elas se baseia exclusivamente a
partir da obra de Aristoteles.

Vamos examinar os seguintes comentadores que discutiram as
quadraturas de Antifonte e Brison em seus relatos: Alexandre de
Afrodisias (fl. II-11I EC), Temistio (IV EC), Simplicio da Cecilia (VI EC)
e Jodo Filopono (VI EC). Todos esses pensadores sio associados ao
movimento neoplatdnico.

Das trés quadraturas mencionadas por Aristteles e
subsequentemente comentadas, nio iremos focar na de Hipdcrates, por
considerarmos que existe uma literatura ampla e atualizada que aborda
seu problema, como em Knorr (1982), Lloyd (1987) e Hoyrup (2019), o
que ndo vemos se aplicar com Antifonte e Brison. No entanto,
apresentaremos uma breve visio geral sobre as menc¢des da suposta
solugio de Hipdcrates, ji que é mencionada juntamente com as outras
quadraturas.

A quadratura proposta por Hipdcrates de Quios é nominalmente
citada nas Refutagdes sofisticas (Ref. Soph. XI. 171b, 10-20). Em dois
outros trechos, é mencionada como quadratura por ltinulas (pnviokog)
nos Primeiros analiticos (An. Pr. 11.25, 69a, 32) e nas Refutagdes sofisticas
(Ref- Soph. XI. 172a, 2-7); e como quadratura através de segmentos
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(tpnpota) na Fisica (Phys. 1.2, 185a, 14-17). Estas tltimas referéncias sio
associadas a0 nome de Hipdcrates pelos comentadores.

Alexandre (Sobre as refutagdes sofisticas, 90.8), Temistio (Sobre a
fisica, 2.17), Simplicio (Sobre a fisica, 53.28) e Filopono (Sobre a fisica,
31.1) convergem ao associar o processo de quadratura de Hipdcrates ao
estudo das lanulas e baseiam seus comentérios nessa visio. Simplicio traz
uma exposi¢io mais ampla e detalhada de como Hipdcrates teria tentado
quadrar o circulo a partir das linulas em seus comentarios (Sobre a fisica,
56.22).

Esta citagio mais extensa dentro da obra de Aristételes indica
como Hipdcrates possufa um corpus bem elaborado de trabalho e

conquistado uma reputagio reconhecida no periodo.

Antifonte

A fgura de Antifonte é controversa. Hi talvez outros dois
Antifontes na historiografia grega, ambos contemporineos, um
conhecido como Sofista, autor de alguns tratados sobre a natureza (DK
80B1); e outro como Orador, cujos fragmentos incluem discursos
proferidos em julgamentos (Antifonte, 1941). Independente disso,
Antifonte, pelo menos o que é atribuido 2 quadratura, viveu na mesma
época de Socrates e Hipdcrates, datando de meados do século V AEC
(Mueller, 1982, p.148).

A quadratura de Antifonte é mencionada por Aristoteles em sua
Fisica (1.2, 185a, 14-17) em conjunto com a quadratura por segmentos.
Tratando sobre o inicio dos estudos sobre a natureza, nessa passagem
Aristételes esta elaborando os principios que ird usar e como trabalhar a

partir deles:

Ao mesmo tempo, nio se deve refutar qualquer falsa
demonstragio, apenas aquelas que partem dos principios

corretos. Assim, o gedmetra deve refutar a quadratura por
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meio de segmentos [Tpnpdtwv], mas ndo a [quadratura] de
Antifonte.* (Aristoteles, Phys. 1.2, 185a, 14-17, tradugio

nossa)

A partir dessa passagem, vemos que Aristételes considera a
quadratura de Antifonte como vinda da sofistica e nio da matemdtica.
Aligs, Antifonte também é citado nas Refutagées sofisticas (Ref. Soph. XI.
172a, 2-7), juntamente com o nome de Brison, indicando que sua
quadratura seria também contenciosa por sair do campo do
conhecimento geométrico. Abordaremos essa passagem na préxima
se¢do, que trata do processo de Brison.

Sobre a passagem na Fisica, os comentadores Temistio (Sobre a
fisica, 3.5 = 4.8), Simplicio (Sobre a fisica, 53.28 — 70.1) e Filopono (Sobre
a fisica, 31.1 = 32.5) citam o nome de Hipdcrates, associando-o com a
quadratura por segmentos. Todos defendem que o erro de Hipdcrates
teria sido sua conclusio, nio violando os principios da geometria como
Antifonte.

Os relatos dos comentadores convergem que o processo da
quadratura de Antifonte envolveria inscrever um poligono regular em
um circulo e, entdo, duplicar seus lados. Segundo Temistio, o poligono
era um tridngulo equildtero, enquanto Filopono afirma que era um
quadrado. Ji Simplicio diz que o poligono inicial poderia ser qualquer
figura regular, mas utiliza o quadrado para discorrer. Independentemente
da figura escolhida, o raciocinio do problema permanece o mesmo.

Quanto 2 duplicagio dos lados, Temistio descreve a construgio de
tridingulos isosceles sobre cada lado do poligono, com o terceiro vértice
pertencendo ao circulo, tangendo-o, fazendo com que o dltimo

tridngulo coincida com a circunferéncia.

{ Vo s . RO T S ) N P . [ 1 N
Gpa &' oUve Mety Garavta wpootiket, GAN' fj Soa €k TV dpy @V Tig Emdeikvug yeudetan, 6ca 8¢ pii, ol, olov TOv
TETPAYWVIOHOV TOV pEV S1d TGOV TpNpdtwv yewpetpikol Stohloar, tov &' AviipdVTog oU YewpeTpikol.

(Aristételes, Phys. 1.2, 185a, 14-17).
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[...] e fazendo isso sucessivamente, pensou que eventualmente
o lado do dltimo tridngulo, embora fosse uma linha reta,
poderia coincidir com a circunferéncia (Temistio, Sobre a

fisica, 3,5, traducio nossa)

Simplicio bissecciona os lados das figuras e traga uma
perpendicular (apdtema) que toca o circulo, e narra que Antifonte
acreditava que, a0 fazer isso continuamente, em algum momento exauriria
a superficie do circulo com a fgura, devido a pequenez dos lados do
poligono que se confundiriam com a circunferéncia. Termina dizendo
que, assim, através dos resultados encontrados nos Elementos de Euclides
(fl. 300 AEC), a quadratura seria possivel a partir desse tltimo poligono
obtido.

Filopono nio especifica como ocorreria a duplicagio dos lados do
poligono, e afirma que Antifonte obtém uma figura com tantos angulos
e alguns deles tio pequenos que os lados coincidiriam com o circulo.
Além dessa passagem, Filopono cita Antifonte ao analisar Brison em seus
comentirios sobre os Analiticos posteriores (112.4), dizendo que Antifonte

teria tanto inscrito quanto circunscrito uma ﬁgural retilinea.

Figura 1 - Esquema da quadratura de Antifonte a partir de um quadrado inscrito

Fonte: elaborado pelos autores

ANAIS DE FILOSOFIA CLASSICA, vol. 18 n. 35,2024 ISSN 1982-5323



As Quadraturas de Antifonte e Brison MONTENEGRO, Pi, GRIMBERG, Gérard Emile.

Quanto 4 problemaitica levantada por essa construgio, Alexandre
de Afrodisias, através dos relatos de Simplicio, e Filopono afirmam que
quando o lado do poligono coincide com a circunferéncia, essa
quadratura vai contra o principio geométrico de que uma reta tangencia
um circulo em apenas um ponto. Simplicio argumenta que ¢é 4bvio que
Antifonte vai contra principios da geometria, embora nio esse debatido
por Alexandre, por nio se tratar de um principio, uma vez que o
gedmetra o demonstra nos Elementos (I11.16). Ainda, Simplicio
questiona se a divisdo infinita, valida para a reta, é também aplicvel a
superficie, e indica que o processo de Antifonte atribuiria um final a

questio da divisio ad infinitum:

[...] se ele conseguir isso, serd abolido o principio da

geometria que diz que magnitudes sdo divisiveis ao infinito.

E Eudemo também diz que esse foi o principio quebrado por
q q

Antifonte (Simplicio, Sobre a fisica, 55.12, tradugio nossa).

Temistio também aponta o mesmo principio como o
transgredido por Antifonte, se apoiando no testemunho de Eudemo.

A quadratura de Antifonte também é mencionada pelo
matemitico Eutécio de Ascalio (c. 480), em seus comentirios sobre A

medida do circulo de Arquimedes:

[...] Pois é ébvio que este é o problema que Hipdcrates de
Quios e Antifonte se empenharam em resolver e sobre o qual
nos deixaram os paralogismos por eles inventados, que creio
serem bem conhecidos de quem estudou a histéria da

geometria de Eudemo e que possui o Apidrio de Aristoteles

5 Afov y&p 61 Touti v €iv 10 Cntoupevov, Step Trrmokpdng Te 6 Xiog kai Aviipdy CNTioavTeg EmipeAids
gketvoug fpiv Toug Tapadoyiopous elpiikaoty, olg dkpiPég eidévar vopilm toug Te v EUdApou Tewperpikiv

1oTOpIaV ETTETKEPPEVOUC KAl TGV APLOTOTEMIKGOV HETATYOVTAC knpiwv (Eutdcio, 1972, p. 142a-142b).
P pH < p F X S Knp 3
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(Eutécio, 1972, p. 142a-142b, tradugio nossa).

Nesta obra, Arquimedes (c. 287 AEC — m. 212 AEC) apresenta
alguns resultados relacionados ao circulo, como uma relagio de
aproximagio entre o didmetro e a circunferéncia, além de afirmar que o
circulo tem a mesma drea que um tridngulo retingulo cujos catetos
seriam equivalentes A circunferéncia e ao raio. Essa igualdade é
demonstrada a partir do Método de Exaustio, que Arquimedes atribui a
Eudoxo. Com essa associagio, Eutdcio parece indicar que o esquema
inicial de Hipdcrates e Antifonte lembra essa solugdo de Arquimedes
sobre a medida do circulo, sendo que o que faltaria seria 0 Método de
Exaustdo, que consiste em resolver esquemas infinitos através de um
raciocinio por absurdo.

Esse trecho de Eutdcio, contemporaneo a Simplicio e Filopono,
indica uma visio mais receptiva da proposta de Antifonte pelo meio
matemdtico. A obra Apidrio de Aristdteles trazida no relato é uma obra
perdida de Esporo de Niceia (c. 250 EC), uma compilagio diversificada
que continha alguns problemas matematicos, como a duplicagio do
cubo e a quadratura do circulo (Tannery, 1912, p. 178-184).

Brison

Brison enfrenta o mesmo problema biogrifico que Antifonte,
sendo que hd davidas se o filosofo Brison de Heracleia é o mesmo
discutido aqui por Aristdteles. E tradicionalmente datado como
contemporaneo a Platio, vivendo na transi¢io entre o século V para o IV
AEC, podendo ter sido discipulo de Sécrates ou de Euclides de Mégara
(Mueller, 1982, p. 148).

Nas Refutagées sofisticas, discursando sobre argumentos
contenciosos, Aristdteles apresenta a quadratura de Brison como sendo

um sofisma.
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[...] como a quadratura do circulo proposta por Brison que,
mesmo sendo conclusiva, nio se baseia na geometria, se
tratando entio de um sofismo® (Aristteles, Ref. Soph. XI,
171b, 19-20, tradugio nossa).

E se aprofunda, atrelando esse argumento contencioso também a
Antifonte, e em oposi¢io ao método das lunulas, atribuido a Hipdcrates

pelos comentadores:

Por exemplo, a quadratura [do circulo] por meio das linulas
[pnviokwv] nio é contenciosa, enquanto que o de Brison é
contenciosa. Nao é possivel transferir a primeira [quadratura]
para fora da geometria por ter como base principios
peculiares a geometria, enquanto que a segunda [de Brison]
pode ser utilizada em um embate contra vérios, em especial
com os que nio sabem o que ¢ aplicivel a cada 4rea e o que
nio é aplicdvel. Pois parece fazer sentido. Da mesma forma,
ocorre a0 modo como Antifonte realizou a quadratura’
(Aristoteles, Ref. Soph. XI. 172a, 2-7, tradugio nossa)

A ideia de usar uma questio matemitica em um debate, como
indicado nesse trecho, nos remete a pritica da retdrica sofistica.
Aristételes também aborda nos Analiticos posteriores a questio de que as
premissas das demonstragdes nio bastam ser verdadeiras e imediatas, mas

também devem ser inerentes 4 sua propria ciéncia.

[Sobre utilizar principios de outras dreas do conhecimento

0 &\ O¢ Bplowv éretpaydvile Tov KUKMoV, €l kai Tetpaymvietat O kukAog, G’ 611 ol katd 1o TTpdypa, Sidx
TOUTO GOPLOTIKGG (Aristoreles, R(j/: Soph. X1, 171b, 19-20).

7 olov 6 TETpay@VIGHOS 6 pEv 81 ThV pnviokev oUk éplaTkdg, O &8 Bpuowvog EploTikée: kal TOv pév oUk ot
o~ Ay R N . . NIRRT 3 s e N P <y

peTeveykelv GAN' 1) TTpOG yewpeTpiav pévov S1ax TO €k TGV 1dlwv elvan dpydv, TOv 8¢ TTpog oMo, oot pr) ioaot

10 SuvaTov év EkdoTe Kai TO ddUvatov- dppdoetl Ydp. {j d¢ Aviipav éretpayvilev. (Aristdteles, Ref. Soph. XI.

172a, 2-7).
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em uma demonstragio] Portanto é possivel que alguns
busquem mostrar coisas desta forma, tal qual Brison fez com
sua quadratura$ (Aristoteles, An. Post. 1.9, 75b, 40, tradugio

nossa).

Comentando a primeira passagem, Alexandre (Sobre as refutagdes
sofisticas, 91.21) diz que a quadratura proposta por Brison é, além de
sofistica, eristica, pois se baseia em principios que vio além da
geometria.

O comentirio de Alexandre sobre a segunda passagem se perdeu,
mas foi registrada pelo relato de Filopono (Sobre os analiticos posteriores,
111.3 - 118.1), que também narra outros dois modos de abordar a
quadratura de Brison: um de Siriano de Alexandria (m. 437) e outro de
Proclo (século V). E interessante notar que Siriano teria sido mestre de
Proclo. Da mesma forma, Proclo teria sido professor de Amoénio de
Hérmias, este tiltimo professor de Filopono (Gillispie, 1980, p. 134).

Alexandre explica que a quadratura de Brison envolve
circunscrever e inscrever um quadrado em um circulo e, entdo, tomar
um quadrado intermediirio entre o inscrito e o circunscrito. Assim,
como o quadrado e o circulo sio ambos maiores que o quadrado
inscrito e menores que o quadrado circunscrito, eles sio iguais entre si.
Dessa forma, o principio utilizado por Brison seria que coisas que sdo
maiores e menores a mesma coisa, sio iguais entre si. Filopono, a0 citar
Alexandre, menciona o mesmo processo, mas sem fazer referéncia a uma
ﬁgura especiﬁca.

Siriano discorda de Alexandre, afirmando que, se Brison fez isso,
sua quadratura vai em encontro com a de Antifonte. Como Aristételes
trata as quadraturas de Antifonte e Brison de maneira distinta, a
abordagem de Brison difere da narrada por Alexandre. Siriano sugere,

atribuindo esse pensamento a Amoénio, que o processo de Brison

8 ¥otv Y&p oltm Seitat, Homep Bplowv 1oV tetpaywviopdy (Aristdteles, An. Post. 1.9, 75b, 40).
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provaria que é possivel ter um quadrado igual ao circulo, sem, no
entanto, mostrar ou indicar como fragar efetivamente um quadrado igual
ao circulo.

Filopono vai contra essa interpretagio dizendo que, se Brison
tivesse procedido dessa forma, ele nio provou nada, apenas for¢ou a
questio. Ele também comenta de maneira geral e sem mencionar nomes
as tentativas de quadratura do circulo, dizendo que aqueles que tentaram
isso ndo investigaram se esse quadrado equivalente de fato existe, mas
partiram da premissa de que era possivel. Filopono conclui mencionando
que Aristoteles trata Brison como se ele tivesse efetivamente quadrado o
circulo, mesmo que Brison nio tenha feito isso geometricamente.
Portanto, a explicagio de Siriano ndo parece ser veridica para o
comentador.

Proclo, por sua vez, se aproxima da abordagem de Alexandre, mas
propde outro principio: um circulo é maior do que qualquerﬁgum retilinea
inscrita e menor do que qualquer figura circunscrita. Dessa forma, quando hd
coisas maiores e menores do que outras, também hd algo igual a essa coisa.
No entanto, ele afirma que esse principio nio é vélido para coisas que
nio sio da mesma categoria. Através de um contraexemplo, Filopono
conclui que esse principio é verdadeiro para coisas homogéneas e nio
para coisas heterogéneas, como o retilineo e o curvilineo.

Figura 2 - Esquema da quadratura de Brison
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Alexandre levanta que o problema do processo de Brison é o
principio que ele utiliza, pois, mesmo que em algum momento o circulo
e o quadrado sejam iguais, isso decorre de principios falsos e mais
abrangentes do que os da geometria. Mais abrangentes no sentido de
que o argumento pode ser aplicado a niimeros, a0 tempo, a0 espago e
outras entidades. Falsas pois, por exemplo, oito e nove sio ambos
maiores que sete e menores que doze, mas isso nio os torna iguais.

Proclo também declara falso o principio proposto por ele: nio é
verdade que coisas maiores e menores do que as mesmas coisas so iguais
entre si. Ele retoma a justificativa numérica de Alexandre, onde dez ¢
maior do que oito e menor do que doze, da mesma forma que o nove,
mas obviamente eles nio sio iguais entre si. Afirma que duas figuras
entre figuras inscritas e circunscritas nio sio automaticamente iguais, a
menos que sejam construidas da mesma maneira que Antifonte procedeu
com sua quadratura, onde as figuras coincidem entre si. Proclo conclui
que isso é impossivel, pois uma linha reta nunca poderia coincidir com a

circunferéncia.

A Quadratura na Histdria Recente da Matemdtica

As discussdes e interpretagdes destes fragmentos de Aristoteles e
de seus comentadores pela historiografia se centram, ao decorrer das
décadas, principalmente ao método atribuido a Hipdcrates para a
quadratura do circulo, conforme vemos nos trabalhos de Poste (1866),
Heath (1921), Knorr (1982), Lloyd (1987) e Hayrup (2019).

Heath ressalta que “Hipdcrates entrou na lista [de Proclo], nio
devido a seu trabalho com as linulas, mas por ele ter sido um gedmetra
distinto e o primeiro a escrever Elementos” (Heath, 1921, p.171,
tradugio nossa). A figura de HipScrates na matemdtica nio se limita
apenas 2 sua tentativa de quadratura. A ele é creditado diversos outros

trabalhos, notadamente a escrita dos Elementos, mencionada por Heath,
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que, embora talvez nio tenha sido uma obra com esse titulo especifico,
provavelmente se tratou de um primeiro compilado geométrico ao estilo
dos Elementos de Euclides. Isso lan¢a uma luz mais ampla sobre a figura
de Hipdcrates e seu papel na geometria de sua época.

Devido as dificuldades biogrificas que envolvem Antifonte e
Brison, nossa capacidade de relacionar outros materiais ou evidéncias a
esses fragmentos fica limitada, o que, por sua vez, impede uma expansio
mais significativa de nossa compreensio do caso. Essa limitagio, somada
a escassez de fontes primdrias e 3 forma alusiva e distante que Aristoteles
e seus comentadores apresentam esses textos, resulta em uma analise mais
restrita, com um numero limitado de académicos que ofereceram
andlises e interpretagdes desses processos. Selecionamos os seguintes
autores que abordam uma anilise e interpretagio de Antifonte e Brison:
Heath (1921; 1949), Wasserstein (1959), Mueller (1982) e Knorr (1982;
1986).

Ao abordar o problema da quadratura do circulo, Heath (1921, p.
220-235) ressalta que mesmo que os estudos tenham envolvido diversos
pensadores notaveis da época (V-IV AEC), o problema exercia um
grande fascinio sobre a comunidade grega como um todo, sugerindo
que talvez a prépria populagio nio matemdtica se interessou mais pela
emblemitica do problema do que os préprios mateméticos (HEATH,
1921, p. 220). Ele também observa o fato curioso de que Aristoteles e
seus comentadores se concentrarem exclusivamente com as quadraturas
de Hipdcrates, Antifonte e Brison, e esquecerem de outros casos, como
o de Hipias (Heath, 1949, p.2).

Wasserstein, ao buscar reconstruir a relagio historica entre as
tentativas de quadratura do circulo, comenta em uma nota de rodapé que
Hipocrates provavelmente ji tinha ciéncia de que métodos planos nio
seriam suficientes para quadrar o circulo, o que revela o grau de
profundidade das reflexdes matemiticas no século V. AEC (Wasserstein,
1959, p.92).

Em seu artigo, Mueller destaca que “[a] hipétese de que
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Aristételes nio conheceu nenhuma quadratura ‘real’ é de interesse nio
apenas da histéria da matemitica grega, mas também para a
compreensio das atitudes de Aristételes em relagio ao problema”
(Mueller, 1982, p.147, tradugio nossa). Sua perspectiva parte do
pressuposto de que as observagdes feitas por Aristoteles e seu pupilo
Eudemo sobre as quadraturas sio informagdes primdrias de alta
veracidade, enquanto os relatos dos comentadores tém importincia
secundéria (Mueller, 1982, p.149).

Por fim, Knorr analisa as quadraturas de Antifonte e Brison em
duas obras distintas (Knorr, 1982; 1986), dedicando atengio central a
uma quadratura por vez e oferecendo suas anilises, interpretacdes e

comentirios detalhados sobre cada uma delas.

Antifonte

Heath argumenta que tanto AristSteles quanto os comentadores
fazem objecdes a Antifonte apenas verbalmente, destacando que a
mesma dificuldade e intensidade sio aplicados a abordagem de Zenio e
Dembocrito (Heath, 1949, p. 96). Além disso, o processo de Antifonte é o
mesmo utilizado por Euclides na proposi¢io XII.2 dos Elementos, onde
ambos consideram o circulo como o limite de um poligono inscrito com
um ntimero crescente de lados (Heath, 1921, p. 220). Portanto, Antifonte
mereceria um espago honoravel dentro da histéria da geometria. Além
desse fato, esse método parece ter originado a ideia de exaurir uma rea,
ideia a qual Eudoxo teria estruturado seu método de Exaustio
posteriormente e que, através dele, demonstrado a proposi¢io XII.2 dos
Elementos, e o volume da pirimide e do cone (Heath, 1949, p.97).

Heath também destaca que o valor pritico de Antifonte se mostra
pela construgio de Arquimedes na Medida do circulo, que inscreve
poligonos. Em outra passagem, tratando sobre a ideia de infinitesimais
nos paradoxos de Zendo, Heath afirma que Antifonte foi o primeiro a

indicar o caminho correto por onde a solugio da quadratura pode ser
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encontrada, provocando criticismo de mentes légicas que nio
acompanharam essa mudanca de perspectivas (Heath, 1921, p.271).

Wasserstein (1959, p. 94) concorda com Heath (1921; 1949) ao
afirmar categoricamente que Antifonte quis dizer que o circulo é o
limite da figura inscrita quando o ntmero de lados cresce
indefinitivamente, e nio que as retas do poligono ficariam tio pequenas
a ponto de coincidir com a circunferéncia, o que obviamente é uma
faldcia ja que o processo nunca acaba.

Partindo do comentirio de Alexandre, Wasserstein sugere que
Antifonte provavelmente foi além do que geralmente lhe é proposto, pois
um gedmetra bom ao ponto de conceber a nogio fundamental de limite
e ver que o circulo é o limite da figura inscrita, também nota que o
circulo é o limite da figura circunscrita, afinando sua ferramenta pelos
dois lados (Wasserstein, 1959, p. 95).

Dessa forma, segundo Wasserstein, o comentirio de Alexandre
ganha sentido, pois o poligono inscrito sempre ird tanger o circulo
através de um ponto, enquanto que o circunscrito tangencia através de
um ponto médio de uma reta. A obje¢io de Alexandre entio equivaleria
a0 seguinte: como uma tangente toca o circulo em um ponto apenas, e a
tangente é uma linha reta, e uma reta nunca pode se tornar um ponto
através da divisio ao infinito, nunca se conseguird obter um poligono
que coincida com a circunferéncia. E assim esse caso seria tal qual a
objecio de Eudemo (Wasserstein, 1959, p. 95).

Ao fim deste argumento, Wasserstein traga uma forgosa relagio
de que, dentro dessa visdo, Antifonte como matemitico teria langado
“[...] os fundamentos do que hoje chamamos de célculo” (Wasserstein,
1959, p.95, tradugio nossa), e conclui afirmando que esse pensamento,
sendo valido ou nio, torna a critica de Alexandre mais condizente. De
toda forma, Antifonte trabalharia com a ideia de exaustio.

Mueller (1982), ao comegar sua anilise, diz que mesmo que
diferentes figuras facam criticas diferentes a Antifonte, elas convergem no

ponto em que uma maghnitude geométrica é composta por um niimero
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finito de partes minimas (Mueller, 1982, p.155). Essa unanimidade faz
com que seja razodvel supor que Aristételes tinha o mesmo criticismo
em mente.

Ainda afirma que Antifonte poderia ter sido motivado pelo
mesmo empirismo associado a Protigoras e sua concepgio de relagio
entre circulo e reta apontado por Aristételes em sua Metafisica (Metaph.
111.2, 997b32-998a4) (Mueller, 1982, p.155). Isso é, que Antifonte nio
considerava uma diferenca perceptivel entre o circulo e o poligono de
muitos lados. Uma outra possibilidade seria Antifonte ter usado um
atomismo matematico. Mas em todo o caso, nio teria envolvido uma
nogio genuina de infinitesimais ou de processos infinitos, indo contra a
tentativa de Heath de apresentar Antifonte de forma mais positiva para a
matematica.

Nessa construgio, segundo Mueller, Antifonte tentou exaurir o
circulo, literalmente, mas nio estabelecendo a analogia com o processo
de Eudoxo. Mueller argumenta que o ponto de vista matemitico e
atomista dos dois seriam divergentes, onde o de Antifonte beira o
empirismo, o que faz com que essa hipitese pareca acidental, nio
proposital (Mueller, 1982, p.156).

Knorr (1982) aborda a quadratura de Antifonte no contexto das
ferramentas matemdticas disponiveis no século V. AEC, bem como a
relagio entre matemitica e filosofia. Também parte do pressuposto que
os comentadores trazem corretamente as citagdes e que seguem Os
apontamentos de Eudemo sobre as quadraturas.

Ele argumenta que Hipdcrates elaborou a proposi¢io XII.2 dos
Elementos, que estabelece que dois circulos estio para si como o
quadrado de seus didmetros, de forma similar & como é encontrada na
obra de Euclides séculos depois (1982, p. 123), e que o Lema de
Arquimedes (X.1) pareceria um principio ébvio e que nio requereria
prova para Eudoxo (Knorr, 1982, p.125). Knorr enfatiza que essa
proposi¢io XII.2 é uma forma de quadratura.

A elaboragio de Hipdcrates dessa proposigio estaria ligada ao
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processo de exaustio, onde o circulo é visto como o limite de poligonos
regulares inscritos nele (Knorr, 1982, p. 127), O que mostra como
Hipdcrates dominou uma parte significativa da geometria plana.

Analisando o relato de Simplicio sobre Antifonte e a
demonstragio da proposicio XIL.2 nos Elementos, Knorr conclui o
quanto as argumentagdes sio proximas, comentando como a primeira
parte do raciocinio de Antifonte seria perfeita, justamente pela
proximidade A proposi¢io XII.2. Citando Heath, afirma que, por isso,
Antifonte ganharia um lugar honorével na historia da matematica. No
entanto, a segunda parte de seu raciocinio seria um desastre, pois
Antifonte teria acreditado que esse limite seria alcangado em passos
finitos.

Em defesa a essa estrutura escolhida por Antifonte, Knorr afirma
que seu objetivo nio seria a geometria, por ele ser um sofista, com
interesses em ética e epistemologia. No argumento do circulo, Knorr
detecta uma influéncia do pensamento atomista (Knorr, 1982, p.132),
onde os aspectos cognitivos e da perspectiva sensorial nio seriam
distintos, o que faz com que o argumento de Antifonte nio seja claro.

No entanto, esse raciocinio exposto iria remeter a questio do
embate entre sensorial e cognitivo, epistemologicamente vilida e
significativa dentro da filosoha. Sendo assim, o argumento de Antifonte
teria origem geométrica, mas nio iim. Por im, Knorr postula que
Antifonte conheceria bem esse problema, talvez retirando do modelo do

préprio Hipdcrates, aproximando assim os dois processos.

Brison

Sobre a proposta de Brison, Heath afirma que algumas
interpretagdes assumiram que, para encontrar o quadrado intermedidrio
ou se deveria calcular a meia aritmética entre a ﬁgura inscrita e a
circunscrita ou a meia geométrica. No entanto, Heath argumenta que

ambas as interpretagdes parecem ser equivocos sobre a intengio de
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Brison (Heath, 1921, p- 223).

Heath desenvolve o argumento de que nenhum dos comentadores
realmente compreendeu a proposta de Brison. Ele alega que Brison foi
além de Antifonte, repetindo o processo deste ultimo, mas agora
também circunscrevendo um poligono ao circulo. Portanto, Heath
defende que Brison também ndo deveria ser banido da historia da
matemitica grega, pois teria aprimorado o método de Antifonte. Além
disso, Heath destaca que o mesmo principio se manifesta na obra de
Arquimedes, o que prova o valor pritico de Brison, j& que ocorre uma
compressio de valores, caracteristica distinta dentro da obra de
Arquimedes (Heath, 1921, p- 224-225).

Heath sugere que a distingdo feita por Aristdteles entre as criticas
a Antifonte e Brison indica que o estagirita nio veria problema com o
principio usado por Brison em si, mas com sua aplicagio além do campo
da geometria. No entanto, devido 2 falta de informagdes detalhadas
sobre o método de Brison, ¢ dificil julgar até que ponto a obje¢io de
Aristételes era vélida (Heath, 1949, p.47-50).

Essa proposta de Heath em relagio a Brison entra em contradi¢io
direta com a interpretagio de Wasserstein sobre Antifonte. Para
contornar isso, Wasserstein observa que os relatos de Brison apontam
apenas trés figuras: o poligono inscrito, o poligono circunscrito e a
figura intermedidria. Nao h4 evidéncias de que Brison tenha usado mais
figuras ou realizado uma exaustio da 4rea do circulo. Portanto, a
interpretagio de Heath sobre Brison pode nio ser sustentivel a luz das
evidéncias disponiveis.

Wasserstein propde que Brison poderia ter adotado uma
abordagem distinta. Uma interpretagio sugerida, trazida por Becker,
seria que o relato de Proclo se assemelha ao postulado de continuidade
de Dedekind, embora o préprio Dedekind tenha rejeitado essa ideia
(Wasserstein, 1959, p.98). Wasserstein vé coeréncia na proposta do
processo de Brison como uma questio de existéncia, nio um método de

construgdo. No entanto, observa que o relato de Filopono sobre Amonio
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afirma claramente que Brison propds algo que envolve mais que
meramente uma declaragio de existéncia.

Wasserstein postula que Brison poderia ter trabalhado com algum
tipo de meia proporcional, mas nio a aritmética ou a geométrica como
levantada por Heath, uma vez que o estudo da teoria das propor¢des
estava no ar no periodo. Nesse contexto, seria possivel que Brison buscou
combinar proporgdes, algo semelhante ao que Hipdcrates fez na redugio
da duplicagio do cubo, a im de encontrar o poligono intermedidrio
(Wasserstein, 1959, p.100).

Wiasserstein conclui sugerindo que Brison pode ter esperado
incluir esse estudo a estrutura da teoria das proporg¢des, observando
algum tipo de proporgio, como a qual hoje chamamos de m, como o
termo médio entre as figuras inscritas e circunscritas (Wasserstein, 1959,
p-100).

Portanto, Brison teria tentado reduzir um problema a outro por
meio das proporgdes, distinguindo-se assim da linhagem de Antifonte,
Eudoxo e Arquimedes, sendo assim um pensador original de alta
qualidade (Wasserstein, 1959, p. 100).

Mueller (1982) destaca que a variagio nos relatos sobre Brison
dificulta analisi-lo e chegar a alguma conclusio, se inclinando a afirmar
que ndo hé fontes diretas, matemdticas, histéricas ou filosoficas que nos
permitam preferir alguma das versdes propostas pelos comentadores. No
entanto, afirma que a versio de Proclo se encaixa melhor com a critica
de Aristoteles (MUELLER, 1982, p.160).

Ele, entdo, busca esclarecer a interpretagio de cada comentador
sobre o principio utilizado por Brison: Alexandre diria que coisas maiores
e menores que a mesma coisa sio iguais entre si. Temistio que coisas das
quais a mesma coisa sdo maiores e menores sao iguais entre si. E Proclo que
hd algo igual aquilo do qual hd algo maior e menor.

Ao analisar esses principios, ele diz que Alexandre parece nio
condizer com Aristoteles, pois ele aponta um principio falso para

ntimeros e figuras planas. Temistio iria de encontro 2 ideia de tomar o
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circulo como limite entre a ﬁgura inscrita e circunscrita.

O principio de Proclo apontaria diretamente a uma intuig¢io sobre
continuidade, de que nio haveria lacunas nas dreas das figuras retilineas
intermedidrias (Mueller, 1982, p.162). Mueller diz que a mesma
interpretagio pode ser tirada do principio trazido por Temistio, mas que
a versio de Proclo tem a vantagem da simplicidade, eliminando a
estranha referéncia de desenhar uma figura igual ao circulo. A critica de
Arist6teles ao processo de Brison viria por ele relacionar o poligono
com o circulo, ou seja, o retilineo com o curvilineo, onde a dificuldade
seria aplici-lo simultaneamente as figuras, mas, segundo o comentador,
ele nega implicitamente que o circulo seja uma magnitude (Mueller,
1982, p.163).

Mueller critica a hipStese de que Brison seria um refinamento do
processo de Antifonte, dizendo que isso nio se daria, ja que Aristoteles
faz criticas distintas a ambos.

Por fim, ainda explorando a questio da construgio de Brison, diz
que Filopono insiste, pela versio de Proclo, que a construgio seria nio
construtiva, por ver como filésofos construtivistas argumentam que
provas nio construtivas adicionam pouca informagio para serem
consideradas adigdes genuinas ao conhecimento (Mueller, 1982, p.164).

Dessa forma, Mueller sugere varias interpretaces para Brison,
seguindo uma tendéncia para o relato de Proclo, mas sem concluir algo,
devido a falta de informagdes e relatos.

Knorr (1986), em outra obra, mantém sua opiniio sobre
Antifonte e sua relagio com Hipdcrates, explorando mais o

procedimento por linulas. Sobre Brison:

Dessa forma, um procedimento Weierstrassiano para definir a
magnitude do circulo pode ser antecipada, embora
vagamente, na abordagem de Brison. Esta é a interpretacio
adotada por alguns escritores modernos. Mas devemos
observar que os comentadores antigos de Brison parecem nio

ter uma explicagio s6lida dos detalhes de seu argumento e
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nio fornecem eles préprios uma declaragio precisa de seu
principio e uma forma vilida de sua aplicagio, apesar de sua
familiaridade com os métodos de limites na tradi¢io apds

Eudoxo (Knorr, 1986, p. 77, tradugdo nossa).

Aqui, Knorr salienta que os comentadores parecem nao ter ou um
dominio pleno do processo de Brison, nio compreendendo seu
raciocinio, ou talvez nio tivessem acesso a versio original. De toda
forma, essa questio destaca como os comentadores estavam imersos nos
conceitos aristotélicos, buscando nio questionar a validade das
afirmagdes do estagirita frente a pesquisas matemdticas posteriores, mas
apenas elucidi-las.

Mesmo considerando Brison um filésofo, Knorr (1982; 1986)
aponta que ele nio forneceria uma explicagio plenamente satisfatdria
nem para os filésofos nem para os gedmetras da antiguidade. De toda
forma, seu processo refletiria um interesse entre os gedmetras do século
IV AEC, com questdes formais implicadas em suposi¢cdes que problemas

como a quadratura tinham solugio.

Questoes Abertas

Nas duas partes anteriores, apresentamos os fragmentos da obra de
Aristoteles relacionados 3 quadratura do circulo, bem como os
respectivos relatos dos comentadores tardios, e as interpretagdes e
posicionamentos da historiografia da matemitica recente em relagio aos
processos de Antifonte e Brison. Neste percurso, algumas questdes
surgiram a partir destas leituras: a interpretagio do infinito na obra de
Aristételes; a discussio sobre provas de existéncia no periodo; e o papel
dos comentadores nas interpretagdes atuais.

Aristoteles busca estabelecer o conceito de infinito, assim como
seus parimetros e processos que o envolvem, ao longo de toda sua obra,

especialmente no livro III de sua Fisica. O termo usado por Aristoteles
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para designd-lo (&meipog) deriva da negagio do termo para limite ou
fim (wépag), sendo “ilimitado” uma interpretagio possivel (Conford,
1952, p. 172-175). Vemos que este termo se alinha com a afirmagio do
estagirita de que nada que nio tenha fim ¢ perfeito, com o fim sendo um
limite (Phys. 1116, 207a, 10-15).

Aristételes liga a questio do infinito 4 questio do continuo,
dizendo que uma grandeza continua, que seria em geral qualquer objeto
geométrico, é divisivel ao infinito. Para ele, dividir ao infinito e a
continuidade seriam esquemas equivalentes. No entanto, isso nio vale
para os nimeros racionais, que sio divisiveis a0 infinito mas nio sio
continuos.

Para Aristételes, o tempo e a divisdo de magnitudes, por exemplo,
sdo tratadas como coisas infinitas (Phys. 111.4, 203b, 16 — 30). O infinito
nio seria, assim, uma substincia (oUoia), devendo existir em poténcia,
possibilitando questdes como a divisio de uma reta a0 infinito, mas nio
em ato, ji4 que nio hd um limite para essa divisio (Phys. 1115, 204a,
20-33). Portanto, o infinito nio existiria em nosso mundo fisico, mas
seria necessirio em algumas circunstincias, como na discussio do tempo
ser limitado, o que também corrobora para sua existéncia em poténcia
(Phys. 11L5, 206a, 5-10).

Aristteles também argumenta que nio podemos somar
magnitudes infinitamente fora do 4mbito matemitico, pois se uma
magnitude fisica existe em poténcia, ela também pode existir em ato.
Assim, teoricamente, poderiamos somar quantas magnitudes
quiséssemos, o que nos levaria a ultrapassar a altura do céu (Phys. I11.7,
207b, 15-22). Em resumo, a manipulagio do infinito ocorreria apenas de
maneira pritica, permitindo alguns conceitos e usos, Como nhas questoes
matematica.

O raciocinio ao infinito também é ligado ao fato de enunciar
uma infinidade de proposi¢des. Entdo Aristoteles faz uma confusio com
o fato de pensar no enunciado uma infinidade de proposi¢des e o

resultado em ato. O raciocinio pela exaustio consiste justamente em
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trazer uma infinidade de proposi¢des no enunciado e conseguir lidar
com isso.

Aristételes demonstra, com essas posi¢des, uma visio sobre o
infinito e ilimitado que difere das nossas concepgdes atuais e aplicagdes
na fisica e na matemitica. Nio sabemos como os matemiticos do
periodo pensavam sobre isso antes de AristSteles, mas temos algumas
mengdes, como a de Protigoras e a questio da tangente (Metaph., 111.2,
997b32-998a4), e Demécrito com o volume do Cone e da Pirimide
(Método, Arquimedes), que mostram como essa questio era debatida.

Knorr (1982) discute os comentdrios de Aristoteles sobre Zendo e

aponta:

E dificil acreditar que um gedmetra poderia ter sido a fonte
definitiva desse tratado de Aristoteles; pois um gedmetra
certamente entenderia que um todo infinito pode ter uma
parte infinita [...] mais significativamente, Aristoteles falhou
em isolar a dificuldade logica essencial do argumento de

Zenio (Knorr 1982, p. 119, tradugio nossa).

A ideia de infinito em ato, fundamental para a geometria, e a
negacio de sua existéncia por Aristoteles, revelam uma dificuldade em
lidar com a manipulagio do infinito. Knorr (1982) analisa os
argumentos matemdticos de Aristoteles e observa que ele detinha de
acesso a terminologia formal e is técnicas matematicas, como a teoria
das proporg¢des, mas parece nio ter um dominio matematico para lidar
com Zenio. “A teoria de Aristételes sobre o infinito demonstra uma
notivel insensibilidade as questdes que devem ter ocupado os gedmetras
de sua geragio” (Knorr, 1982, p. 122).

Knorr conclui esse pensamento inicial afirmando que Aristoteles
usou a matemdtica para abordar suas questdes filosdficas, o que nio
reflete 0 contexto em que essas técnicas foram inventadas nem os
motivos por tras de sua invengdo: “A hipétese familiar de um ‘horror ao

infinito’ entre os gedmetras gregos é um mito absurdo cuja derrocada s6
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pode ser bem-vinda” (Knorr, 1982, p. 143).

Knorr argumenta que, dentro do campo da matemitica, houve
momentos antes e depois de Aristételes nos quais a manipulagio e
interpretagio do infinito eram diferentes. Podemos mencionar
brevemente os nomes de Demdcrito, Eudoxo e Arquimedes. Dentro de
nossa anélise, também consideramos a tradigio revelada pelos processos
de Antifonte e Brison.

Sobre construgio de existéncia, Filopono, em seus comentirios
(Sobre os analiticos posteriores), levanta essa discussio dentro da busca pela

solugdo da quadratura do circulo:

Aqueles que tentaram quadrar o circulo nio se perguntaram
se é possivel que um quadrado seja igual a um circulo, mas
supondo isso, tentaram assim produzir um quadrado igual ao
circulo (FILOPONO, Sobre os analiticos posteriores, 112.21,

traducio nossa).

Nesse trecho, Filopono parece compartilhar sutilmente a visio de
Aristteles, conforme apresentada nas Categorias, de que a quadratura do

circulo nio foi alcangada:

[...] mesmo nio havendo conhecimento, isso nio impede que
algo seja conhecivel, como. Por exemplo, a quadratura do
circulo: embora nio haja um conhecimento disso ainda, o
préprio objeto ainda é conhecivel® (Aristételes, Cat. VII, 7b,
30-33, tradugio nossa).

Se Filopono compartilha da posi¢io de Aristoteles sobre esse
tema, entio o comentador ignora outros processos e estudos sobre a

quadratura do circulo, como Hipias, Arquimedes e Nicomedes. Neste

C - \ N . \ ’ ) N ks 5 . ~ ’ \ '’ %
7 gmoTpng 8¢ i otiong oU8ev kwAUel EmOTNTOV €lvat, otov kai 6 Toli KUKAOU TETpay@VIoHOs efyE EoTLv

EMOTNTOV, EToTHpN pev alTol oUk E0TLv 0USET®, aitog 68 EmotnTdv oty (Aristoteles, Cat., VII, 7b, 30-33).
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quesito, Simplicio observa justamente esse ponto em Aristoteles:

Aparentemente, Aristoteles nio soube como fazer isso
[quadrar o circulo]. Mas Jamblico diz que os Pitagéricos
descobriram isso: “como estd claro pelas provas de Sexto, o
Pitagorico, que recebeu o método dessa demonstragio da
antiga tradicio. E depois, Arquimedes o fez por meio da
curva espiral, Nicomedes através pela curva conhecida pelo
nome de Quadritrix, Apolonio utilizou uma determinada
curva a qual ele mesmo a chamou irmi da Coquildide, mas a
qual é a mesma que a curva de Nicomedes, Carpo por meio
de uma curva que ele simplesmente chama que surge através
do movimento duplo, e muitos outros construiram a solu¢io
desse problema de vérias maneiras”. Esse é o relato de
Jamblico. (Simplicio, Sobre as categorias, 192.15-25, In:
THOMAS, 1939, p. 334-335, tradugio nossa)

Vemos que diversos estudos apds Aristoteles foram realizados
sobre o tema, compilados por Jamblico e trazidos por Simplicio.
Também observamos como os estudos tomaram o uso de curvas
superiores para a solu¢io do problema, nio se limitando aos métodos
planos da geometria euclidiana.

Essa passagem nos leva a questio da existéncia do quadrado
resultante da quadratura do circulo. Portanto, é natural voltarmo-nos
justamente 2 essa reflexdo entre construgio e existéncia, levantada no
comentirio de Proclo sobre Brison.

Uma discussio sobre construgio e existéncia na Grécia Antiga
pode ser vista em Zeuthen (1896) e Knorr (1983). Zeuthen (1896)
propde a tese de que as construgdes geométricas devem ser entendidas
como provas de existéncia na tradigio da matemitica grega. Se é
possivel construir, existe. Quase um século depois, Knorr (1983) busca

refutar essa tese, oferecendo uma nova visao:
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algumas questdes centrais relativas 2 existéncia foram tratadas
por meio de postulados ou suposi¢des ticitas, ao invés de
construgdes explicitas; [...] quando as construgdes foram
dadas, o motivo residia em seu interesse intrinseco pelos
antigos gedmetras (KNORR, 1983, p. 115).

Defendendo entio que a questio da existéncia seria separada da
construgao.

Uma das facetas disso seria a preocupagio estritamente técnica de
estabelecer que determinados problemas teriam sua solugio dentro de
parimetros estabelecidos. Esse aspecto técnico teria pouco interesse para
os filssofos. A conclusio de Knorr é que as questdes existenciais seriam
apenas explicitadas quando nio parecessem 6bvias.

As teses de Knorr e Zeuthen se mostram contrapostas,
principalmente no que diz respeito ao papel central da questio da
construgdo. Preferimos aderir 3 defesa de Knorr, concordando que a
prova de existéncia serve para esclarecer questdes que nio sio dbvias
durante a constru¢io de figuras. Quando tomamos a Espiral de
Arquimedes e a Quadrdtrix, diversas caracteristicas matemdticas sio
deduzidas a partir delas, mas ambas sio impossiveis de se construir, o que
nio torna os resultados atrelados a elas invilidos.

Em relagio aos comentaristas, todos eles buscam justificar os
conceitos de Aristoteles fazendo referéncia a autores posteriores a ele,
como Euclides. No entanto, nio hi uma reflexio sobre como contetidos
aos quais Aristételes nio teve acesso, especialmente na matematica,
poderiam impactar negativamente seu entendimento de seus proprios
elementos, como por exemplo, Simplicio ao citar Euclides (Simplicio,
Sobre a fisica, 55.12) ao discutir Antifonte.

Ao analisar os relatos dos comentaristas, percebemos uma grande
variagio em relagdo a alguns detalhes técnicos frente as quadraturas de
Antifonte e Brison. Embora os comentadores concordem em pontos

centrais, divergem quanto 2 forma de proceder com a demonstragio. Ao
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nosso ver, isso sugere a existéncia de diversas tradigdes que reconstruiram
as praticas de Antifonte e Brison,

Em particular, Knorr (1982) e Mueller (1982) alertam para a
possibilidade dos comentadores terem interpretado erroneamente o
relato de Hipdcrates. Atualmente, a historiografia sugere que a proposta
de Hipdcrates nio envolvia a quadratura por meio das lanulas, a partir

de um entendimento ambiguo pelos comentadores da particula 7.

[...] como a [quadratura] de Hipdcrates, ou [fj] a quadratura
por meio das linulas [pnviokwv]!® (Aristételes, Ref. Soph.
171b, 15-16, tradugio nossa)

l6gico-matematicos presentes na demonstragio da quadratura
trazida por Simplicio nio condiz com tal afirmagio.

A tradi¢io dos comentadores da antiguidade relacionou a
quadratura de Hipdcrates as ltinulas, o que vimos que pode nio ser
sustentado, também por as linulas serem um estudo independente da
quadratura do circulo. Da mesma forma, pode haver graves incoeréncias
nas anilises das demais passagens sobre as quadraturas pelos
comentadores, as quais teriam impactado nas interpretagdes posteriores,
tanto de outros comentadores do periodo e de tempos recentes.

Diante dessas consideragdes preliminares, avangaremos agora para
abordar especificamente nossas interpretagdes sobre os processos de

quadratura de Antifonte e Brison.

Antifonte

Simplicio afirma que Antifonte alcancaria seu resultado em algum
momento. Isto poderia indicar tanto que o processo seria obtido em

finitos passos quanto em um tempo finito. A primeira opg¢io seria um

10°«[...] olov 10 Trrmokpdroug { 6 Tetpay oviapds 6 i Tév pnviokev (Aristoteles, Ref. Soph. 171b, 15-16).
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erro desastroso, como aponta Knorr (1982). A segunda opgio nio seria
possivel dentro da visio aristotélica de infinito. Simplicio mostra
compartilhar da visdo de infinito de Arist6teles e nio aceita a solugio de
Antifonte como algo a ser alcangado dentro de um tempo finito, tal qual
o paradoxo de Aquiles e a tartaruga apresentado por Zenio.

Nossas leituras apontam que Antifonte propos que o circulo seria
o limite de um poligono inscrito a ele cujo nimero de lados cresce
indefinitivamente. O problema de Antifonte ilustra a questio envolvendo
imagem e conceito, como a discussio atribuida a Protidgoras sobre uma
tangente tocar um ou virios pontos de uma circunferéncia (Metaph.
I11.2, 997b32-998a4). O conceito de aproximagio é o que acontece
quando a exatidio nio é possivel de obter.

O relato de Eutdcio nos permite pensar que Antifonte convergiria
ao formato tragado de uma aproximagio e/ou exaustio, algo feito por
Arquimedes na Medida do circulo. Nesta obra, Arquimedes nio realiza a
quadratura do circulo, pela impossibilidade de se conseguir construir
uma reta igual a circunferéncia. Da mesma forma, Antifonte nio
consegue fazer coincidir o poligono com o circulo.

Um método aproximativo baseado na ideia de exaustdo da drea
do poligono, que nos remete método de Exaustio atribuido a Eudoxo,
nos faz indagar se Aristételes teve contato com essa teoria. Oferecendo
uma finalizagio mais clara ao processo infinito, talvez mudasse a andlise
do estagirita frente ao problema e também a outras visdes sobre o
infinito.

Sabemos que Aristdteles teve contato com os estudos de Eudoxo
citando, por exemplo, o sistema das esferas concéntricas na Metafisica
(XIIL.8, 1073b, 17-32). Mas nio hd mengio sobre estudos de exaustio,
nem mesmo outros estudos atribuidos a figura de Eudoxo, como sobre o
volume da pirdimide e do cone, que sio atribuidos primeiro a Demdcrito
por Arquimedes, mas que Eudoxo teria sido o primeiro a demonsrar.

Uma primeira leitura que fazemos sobre essa auséncia é que

Eudoxo ji nio se encontrava mais em Atenas quando desenvolveu esses
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estudos, tendo falecido em sua terra natal, Cnido. Assim, Aristoteles nio
teve acesso a esses estudos, justificando a auséncia destes em sua obra e
em suas discussoes.

Outra leitura que podemos fazer é que trabalhos sobre temas nio
originais nio teriam uma recepgio tao ampla ao publico geral quanto ao
matemitico. Os resultados omitidos de Eudoxo, de alguma forma,
possuem peculiaridades envolvendo continuo e infinito, que trazem
consequéncias para as discussdes sobre métodos e conceitos. Aristdteles
em posse do Método de exaustio talvez fizesse uma outra critica a solugio
de Antifonte.

E possivel que autores atribuam o método de Exaustio a Eudoxo
devido a sua reputagio e pela tradi¢do oral, sendo que Eudoxo teria
formalizado em parte o resultado, da mesma forma que teria feito com o
volume do cone e da piramide.

Nossa interpretagio é de que o processo de Antifonte seria algo
voltado a uma aproximagio da drea do circulo, com uma visio de que o
circulo seria o limite de um poligono com lados aumentando de forma
indefinida, mas sem uma preocupagio em de fato oferecer um quadrado
com mesma drea que o circulo. Atribuimos um processo semelhante
para Hipdcrates, pois Eutdcio, ao relaciond-los juntos, estabelece que os
processos possuem semelhangas entre si e com os estudos de Arquimedes
sobre a medida do circulo.

Essa quadratura por segmento, segundo Aristdteles, é uma
quadratura que descreve um processo infinito, e que seria um resultado
errado, no seu ponto de vista matematico. Ele nega o cariter matematico
da demonstragio de Antifonte.

O método aproximativo, algo muito préximo a ideia da exaustio,
deve ter sido uma pritica comum nos meados do século V AEC,
conforme mostra essa tradi¢io que podemos relacionar Antifonte e
Hipdcrates, pelo testemunho de Eutécio, e também Demdcrito, pelo
testemunho de Arquimedes.

Ao relacionar o trabalho de Antifonte com a quadratura proposta
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por Arquimedes em seus comentarios sobre A medida do circulo, Eutdcio
evidencia uma recepgio positiva de seu método no meio matemitico, e
que se manteve dentro de uma tradigdo, apesar das refutagdes e criticas

aristotélicas.

Brison

Os comentadores de Aristételes tecem suas criticas a Brison
partindo do pressuposto de que se chegou a um resultado, ou seja,
quadrou-se o circulo. No entanto, queremos discutir justamente a visdo
de que Brison nio busca tragar uma quadratura do circulo, mas se volta a
discutir a existéncia de um quadrado equivalente a um circulo, como
Proclo traria em seu relato.

O testemunho de Eutdcio, relacionando Antifonte e Hipdcrates a
processos aproximativos de Arquimedes para o circulo, implicitamente
expulsa a interpretagio de que Brison seria um refinamento do processo
de Antifonte. Se Brison tivesse feito esse refinamento, circunscrevendo e
inscrevendo um poligono ao circulo e aumentado indiscriminadamente
seus lados, estaria mais proximo ainda a Arquimedes, e nada justificaria a
omissio de seu nome no comentirio de Eutdcio. Isso nos leva a concluir
que Brison tomou um outro caminho, nio propondo um processo
aproximativo para a quadratura do circulo.

Pelo argumento do continuo, entre um quadrado maior
circunscrito e outro menor inscrito, existem todos os quadrados
intermediarios entre estes. Assim, ao termos um quadrado estritamente
maior que o circulo e outro estritamente menor, este argumento mostra
que existe um quadrado intermedidrio que corresponde exatamente a
quadratura do circulo. E Brison se limitaria a essa discussio de existéncia,
nio buscando oferecer uma forma de obter esse quadrado intermedidrio.
Isso é exatamente o principio defendido por Proclo e Temistio para
Brison.

Proclo discute que esse principio seria falso no momento em que
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Brison estaria tentando relacionar o retilineo e o curvilineo, principio
refutado por Aristoteles (Fisica, VIL4, 248b, 4-6). Mas a compressio
feita por Brison, através do argumento do continuo, faz com que a
existéncia do quadrado saia quase que naturalmente, sem se debrugar
numa perspectiva alongada sobre a comparagio entre o arco e a reta.

Esse processo ser invilido, ou seja, refutar esse raciocinio de
Brison, significa que entre magnitudes nio haverd todas as magnitudes,
ou seja, hd buracos, abandonando a ideia da continuidade e complicando
diversos outros processos, como o principio que uma reta pode ser
dividida ao infinito. Aristoteles ao aparentar nio ver isso, e assim
contradizer diversos resultados, aponta que Brison possui uma fungio de
légica na obra, nio matemitica, ji que a configuragio proposta por
Brison encaixa na defini¢io de Aristoteles.

Essa interpretagio que propomos de Brison sugere que os
gedmetras gregos j4 estariam familiarizados com questdes envolvendo o
continuo, em especial a questio que entre duas magnitudes existem
todas as demais intermedidrias, se aproximando do enunciado
contemporaneo do Teorema do Valor Intermediirio, provado em 1817
por Bernard Bolzano.!!

Arquimedes relaciona o circulo a um tridngulo cujos catetos
mediriam o equivalente ao raio e outro a medida circunferéncia. Isso
mostra como essa relagio nio era um problema tedrico, mas pritico por
nio se conseguir uma reta igual ao perimetro do circulo. Se discute o

como e aproximagoes para isso, mas nao a existéncia.

Conclusao

Lloyd (1987) considera Antifonte um matemético, afirmando que

Eutdcio o menciona com tal, juntamente com Hipdcrates. No entanto,

I1«[..] a function fx varies according to the law of continuity for all values of x inside or outside certains limits [...]

(Russ, 1980).

»
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ele observa que mesmo o testemunho de Eutdcio € bastante vago e nio
oferece muitos detalhes sobre Antifonte (Lloyd, 1987, p. 110).

Isso nos leva a questionar o que signiﬁcaria ser um matematico
no contexto do século V AEC, a im de entender como classificar
Antifonte e Brison e tragar uma possivel relagio entre eles e estudiosos
posteriores.

Knorr (1982) sugere uma nogio do que poderia ser um
matemdtico especialista na Grécia dos séculos V e IV AEC, utilizando
como pardmetro o Catilogo dos Gedmetras de Eudemo: um gedmetra é
aquele mencionado neste catilogo. Por outro lado, Vitrac (2001) defende
que um matemdtico especialista estaria envolvido em trés atividades
principais: i) produgio literdria; ii) ensino; e iii) pesquisa.

A produgio literdria de Antifonte e Brison estaria refletida nos
escritos de Aristoteles. Seus papéis no ensino seriam evidentes na
maneira alusiva como o estagirita se refere a seus métodos, sugerindo
que eles tinham suas descobertas amplamente disseminadas. Por im, a
pesquisa em matematica estaria também atrelada 3 produgio literaria de
Antifonte e Brison.

Antifonte e Brison poderiam ser considerados matemiticos com
base nos parimetros propostos por Vitrac (2001), embora a falta de
evidéncias s6lidas nos impega de afirmar isso com total confianga. No
entanto, mesmo que nio sejam classificados como matemiticos, sio
testemunhas de préticas geométricas, em particular daquelas do século V
AEC. Essas priticas eram amplamente difundidas nos circulos
intelectuais, a ponto de, no século IV AEC, uma simples mengio alusiva
a seus métodos ser suficiente para Aristdteles.

Papo de Alexandria nio menciona Antifonte e Brison, o que nio
invalida seus resultados, pois ele também nio faz referéncia a Hipdcrates.
O que parece ter ocorrido é que, no 4mbito matemitico, os estudos
avangaram e resultados foram superados, tornando essa discussio
desinteressante, uma vez que ji estava estabelecida.

Embora Aristoteles e Platio tenham excluido os processos
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envolvendo o movimento da matematica, essa exclusio nio se sustenta
nas tradicdes matemdticas posteriores, como vemos pelo uso de curvas
superiores nos mais diversos estudos de geometria, como a espiral de
Arquimedes.

Considerarmos resultados e priticas matematicas através de um
meio que apenas temos acesso por Aristoteles, Platio, e demais filosofos,
introduz um viés, nio nos permitindo uma visio de préticas
matemdticas da época.

E importante ressaltar que nossa compreensio desses resultados e
priticas matemdticas é limitada pelas fontes disponiveis. O periodo pré-
euclidiano, especialmente o do século V AEC, é de dificil anélise devido
A escassez de fontes e fragmentos, o que nos leva a adotar uma
abordagem semelhante 3 de Knorr (1982, p.113), reconhecendo que
nossa argumentag¢io nio pode ser definitivamente confirmada com base

nas evidéncias documentais disponiveis atualmente.
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