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TUMA APLICACAO DE METODOS ESTATEISTICOS E PROJETIVOS

A0 ESTUDO DAS DISTRIBUICOES ESTELARES

SERGIO MENGE DE FREITAS

Departamento de Astronomia

Abstract ~ The present work concerns itself with an association
between methods applied in statistics and in
descriptive geometry, namely,those of the regression
analysis and of the orthogonal prajections. It is

demonstrated that regression plane can be obtained

without the use of multiple linear regression the
option being the use of regression lines, with the
advantage of providing better visualization of the

spatial distritutien.

0 estudo de uma distribuigao espacial de estrelas
provavelmente se tornaria mais produtivo se pudéssemos associar o maxi-

mo ae informagao analitica ao maximo de visualizagao.

Projetando-se ortogonalmente os pontos (estrelas) em
tres planos de um triedro tri-ortogonal, facilmente podemos obter nao
apenas uma reta ajustante para cada projecao, mas também o coeficiente

de correlagao, o qual & indicativo da qualidade de cada ajustamento.

Cada uma destas retas mostra uma tendencia da distri
bulgao de pontos, vista de tres posicgoes diferentes, e isto fornece uma
visualizagao muito mais obvia do que teriamos atraves do plano ajustante

ou de seus tragos nos planos do triedro.

Contudo, o plano ajustante teria a vantagem de nos
proporcionar informagoes analiticas como pontos de sua intersegao com oS
eixos, sua inclinagao em relagao 2 cada nlano do triedro e sua distancia

a origem.

Desta associagao de méatodos da Estatistica e das Geo
metrias Descritiva e Analitica poderiam resultar interessantes estudos
comparativos, nao 50 entre as d1str1bu1goes de diversos tipos de estre-
las como tambem entre distribuigoes de um mesmo tipo, passando-se de es-

Pagos mais restritos a espagos mais amplos.

O plano ajustante pode ser obtido de modo relativa -
mente simples, dispensando-se a regressao linear multipla, e partindo-se

das retas acima mencionadas, como veremos abaixo, atraves da dedugao de
um teorema.

Un plano ajustante obtido POr regressao linear multl
Pla pode ser definido pela equacgao
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z = a + apx + ajy ou ajx + ay -z +a =20
onde os coeficientes sao obtidos de

iz = az,n + alix + aziy

; . 2
LR TR B TVE asyxy

tyz = a,\y + ajixy + ajyy
e n é o numero de pontos.

Adotemos, por conveniencia, a seguinte potagao:

Zx = A % x2 = B
fy=<C Tyl =
T 2z =E 522 =
Ixy =G $xy =H Yyz = 1
Resolvendo o sistema acima, teremos:
" - BDE + AGI + AGH + BCI - EG2 - ADH
nBD + 2ACG - BCZ - nc2 - A2p
a; = nDH + CEG + ACI - C2H - nIG - ADE
nBD + 2ACC - BCZ - nG? - A2D
.. o _DBI + ACH + AEG - BCE - nGH - A%1
2
nBD + 2ACG - BCZ - nG2 - 22D

Projetando-se os pontos ortogonalmente em tres planos perpen-—
diculares entre si e obtendo-se uma reta de minimos quadrados para ca-
da projegao, teremos tres visualizagoes da distribuigao dos pontos,ca-
da uma de um ponto de vista distinto. Por outro lado a equagao de um
plano ajustante, se prejudica esta visualizagao, tem a vantagem de 'nos
conduzir a Geometria Analitica, a cual nos proporciona outras informa-
goes e ate mesmo diferentes visualizacoes, como seria o caso dos tra-

¢os do plano ajustante sobre o triedro de referencia.

Uma tentativa para conciliar ambos os aspectos exige que veri
fiquemos se existem relagoes entre as retas ajustantes em cada proje-

cao e o plano ajustante no espago.

Consideremos o plano XY, onde a reta ajustante &

y = mx + b sendo _— nG - AC
———p
nB - A
(
C _{ nAG - AZC
L n n2B . nzz
No plano XZ, teremos a reta ajustante
z = jx + k sendo . nH = AE
B SR |
nB - A
2
k. E nAH ATE
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Tomando o valor de x em cada reta e igualando, temos:

. e b_z -k

m 3

que e a forma simetrica da equagao de uma reta L1 no espago, obti

da como intersecao dos planos projetantes levantados das duas retas de
minimos quadrados.

L, pertencera ao plano ajustante ou sera paralela a ele se
a; + agm - j =0
Substituindo, teémos

nDH + CEGC + ACT - C“H - nIG - ADE
nBD + 2ACG - BRC? - ng2 - A2p

' N - -
L | nBI - scE + aBG - BCE - nem - 2%1) lne - ac |  nE - AR
|

n
- ———— =0
nBD + 2ACG - BC? - nGz - AZD nB - ;2 nB - A

Portanto, a condigao se verifica; L; ou pertence ao plano ajus~-
tante ou lhe & paralela.

Notemos que esta reta inclui o ponto P, (0, b, k). Vejemos se
P, também esta incluido no plano ajustante. Substituindo suas coordena-

das na equagﬁo do plano e efetuando algumas operagoes, temos

-’ b < ~
nBI + ACH + AEG - BCE - nGH - A%l {BC - AG! _ BE - AH .
V |
nBD + 2ACG - BC? - nG2 - A2 ! inB - A2} B - A2
PR .
BDE + AGI + CGH - BCI - EG® - ADH -
nBD + 2 ACG - BC® - ng? = a%p

Portanto, P1 pertence ao plano ajustante e, consequentemente, a
reta L; esta contida em tal plano.

Consideremos novamente o plano XY, onde podemos ter uma segunda

reta de minimos quadrados

x =m'y + f sendo m' = EE_:_E%
nD - C
A nCCG = AC
e £ = = 3
n n?p - nC

No Plano YZ, teremos a ajustante

-".|.k' d -g=nI-CE
z J'y onde ] ;;—t—zi
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Tomando o valor de y em cada reta e igualando, temos:

x = f el

o que define a reta L., no egpago. Procedendo como antes, por
ra
reio do ponto 52 (£, 0o, ') vodemos -rovar que LZ também est2 incluida

no plano ajustante.

A condigao de paralelismo

nao se verificaj; portanto, Ly e Lo sao retas concorrentes.

Das formas simé@tricas, obtemos o s3istema

C ¢ nc - AC
¥ = 5
n n nd - A°
x =
n¢ - AC
n? = A°
A C /nG - AC
o - 2
n n \nD = g
y =
po = AC
5 - ¢

A i 3
n n n
ou
T - - =
x=_&.§__'=x y:l—L =y zazzzz
n n n
0 que nos formece ur terceiro ponto do plano ajustante, P3

(x, ¥y, z) que &, comoivemos, o ponto de coordenadas medias.

|
Assim, temds;o seguinte teorema:
"Consideremos uma distrituigao esracial de pontos, projetada or
togonalmente sobre trEs planos: XY - iorizontal; ¥2 - vertical; YZ - de
perfil. Tomemos, nc plano horizontal, uma reta ajustante para y = f£(x) e

outra para x = g(y). A orimeira destas e a2 ajustante z = h(x) do plamno
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vertical sac projegoes de uma yeta L, no espago. A segunda, e a ajusta&

-

te z = 1(y) do >lano de perfil sio projegoes de uma reta L, no espago.
L3 retas L1 e L. sao concorrentes, definindo o plano ajuscante, e se

Cruzam no ponto de cocrderadas mediac”,

s

Cc treés peantos ja detezninadosz, ¥y (2, b, k), Py (£, 7, k') e
Py (x5 ¥, 2) permitem outer, atraves da Seometria Analitica, a equagao

do plano zjustante.

O mesno conjunto de portos pode ser nrojetado em diferentes tri

edros, de acprdo cou a convenisnc triedro adequadamente escolhido
t

IJ-
|d &
£
=]

pode tornatr mais evidentes eculiaridades da distribuigao que

Cc
talvez pasdassem despercebicdas em outras srojegoes.

No que diz respeito 3s retas ajustantes e respectivos coeficien
tes de correlzgao, qualquer projecio pade ser sutdividida em diversas
outras, nao so por quadrantes do plano dea projegao, como também confor-

4

me a coordenada projetante (gue nAo Ararece na nrojecao) seja positiva
ou negativa. Cualquer discrenincia r2sultante podera sugerir a presenga
de perturbagoes, ou de zonas de transicao, indicando simultaneamente as

respectivas localizagoes.

fuanto aos volumes a sere= considerados, os pontos podem estar
incluidos em esferas de cdiferentes raios ou em cubkos de diferentes ares
tas, ou ainda em cubos de mesmas dimensdes e contigucs, este dltimo ca-

so oferecendo a possibilidade de expansoes nodulares.

4 determinagao do pontc de coordenadas médias, além de necessi-
ria para o c3leculc do plano ajustante, ainda oroporciona uma vantagem
adicional, pois que indica uma nosigao aproxinada nara o centrc de mas-
sa do conjunto considerado. Conva= relertrar que $97 ou mais das estre-
las possuem massas dentro da mesna order de grandeza; e a maioria dos
estudos din3micos atritui 2s estralas 2 mesma massa (em geral, 2,5 mas-

sas solarecs).

Como exemplo de aplicagio, consideremos algumas distribuigoes

g
de estrelas C, 3 e d''e, que saric nvojetadas num Gnico triedro. Este e-
xenmplo nao tem outro fim alinm e sar msramente ilustrativo, de vez gque
as distancias envolvidas nao sao rignrosamence determinadas, contende
erros da order de 17 ou 20%Z e de vez cue nio levaremos em conta tais
erros. For esta razZo, as duas casas deciwais que avparecem nos resulta-

dos obdtidos pao sao sicnificativas.

As coordenacas retangulares x, Y, 2z foram obtidas de coordena -
das galaticas e dist3ncias (estas em parsecs). 9 plano galatico & o sla
no XYV, onde x e y sao positivos n=- diregac do centro galatico e na do
vetor velocidade tangencial de rotacan gal3tica, respectivamente. (s va
lores de z sao positivoe para norte do plano galatico, e o "ol est3 si-

tuado na origem do sictema retanpular,

€ plano galatico (X7) corresponderi a um Plano horizontal, e os
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2l e de perfil, respectivamente. Em

"
-

-

»lanos XZ e Y2 serao planos verctd
razao disto, os coeficiences dc correlacio serao denotados por Ty Ty
® T, e os dngulos entre as retas a uctantes e o eixo das abscissas (X
nos.planos horizontal e vertical, Y no e zerfil) serao denotados por
;h’w“v C gy

&

Os dados referentes as estrzlas O e B fecram obtidos conforme
2raixo:

a) Tipo Espectral e Classe de Luminosidade: A. Becvar Atlas Co
eli II (1653) e U.". Naval Oiservatory Phctometric Catalog (Publications=-
“econd Series Vol. XXI). Eﬂ casos conflitantes, a identificagao de uma
estrela como C ou B em uma £o das publicagnes acima foi o critério pa-

ra que assin a considerassemos neste trabalho.

b) Coordenadas: mesmas ouk llcagoes. As coordenadas nalaticas
(1950.0) foram tiradas Jda sequnda ou convarc idas de coordenadz22 urano-

graficas (1555.2) dadas vpela primeira publicagao.

c) DistanciaS' foram obtidas de paralaxes dadas na primeira pu
blicagao acima, ou no Vale Parallax Catalog (pelo valor mais provavel), -

quando a estrela constava de awLos os catalogos.

Os dados relativos zs e

1]

trelas d’e foram obtidos conforme abai
X0 3

a) Tipo Espectral e Classe de Luminosidade: U.S. Naval Obtserva
tory Photometric Catalog (acima referido), e Catalog of Nearby Stars
de Y. Gliese (1969).

1
») Coordenadas: mesmas publicagoes; coordenadas galaticas tira
das da primeira publitag2o, ou convertidas de coordenadas eqguatoriais

celestes dadas pela segunda.

c) Distancias: segunda putlicagao acima.

TABELLA I: ESTRELAS 0,B

(d, x, vy, 2z em pec)

Estrela
Classe 7 d X y z

n? ®D

CCO 358 BS III 32.26  -12,03 425,18  =17.4%
J02 884 BS V(33) 33.33 411,72 =15.69 =26.97
n05 394 BC IV e 29.41  -16.26 +24.4% = 1,10
010 144 35 V 33 V 43.483 + 5,01 =-21.05 =37,10
011 502 - BO V + Al 47.62  -28.44  +21.30 =31.36
015 139 B9 V 45.45  =20.34 = 1.33  =40.62

015 318 ' B9 III 45,45 -28.85 +1C,69 =33.45



Estrela

nt®

L7
0153
020
D21
023
024
c27
032
033
035
035
037
037
039
041
041
043
045
047
058
06l
080
087
105
105
116
134
134
138
145
145
147
147
148
149
153
158
177
177
186
209
212
212

qo

573
35¢&
315
364
350
371
742
964
9473
468
115
043
742
764
117
753
107
725
670
715

330

081
901
435
937
658
481
759
749
502
483
165
394
112
212
808
094
724
756
882
952
061
120

Classe Y¥

09
B5
B2
B3
B8
B3
B8
B8
B8
B9
B7
B2
B3
BI
B9
B9n
B5
B2

‘B9

Bl
B5
B9
B9
BS,
B8.

B9.

B7
BY.
BS5
B9

B6

ITI

1v

ITI

51 e

v

Ia e

v

vV (B9)
Ve

IIT

V (B7) e
v

v.
V-l;KI‘ET
BBiV e
B4 Vv

v

IV v

B6 B7 ne
IV v

VI.

IT1

IV (B7)

IV
5V

v

5V

B8 B9 V
5 111

V B2V
ITT

v v

-254+23
=23.70
-18.33
-39.58
-31.58
-12,30
-46.02
-35.08
“24.54
~35,38
-39.00
-39.064
=39.00
«16.34
-42,85
-28.40
+ 6,84
-36.09
«12.63
-42,61
-14,26
-21.47
-11,61
+21,47
+17.07
+21.66
-38.85
+35,20
+18.69
+45,92
+44,62
+18,18

.+ 7.88
420,61
:.-' 4.90

+22,16

. +38,61

+18,96

+34,39

+ 9,17
+16.67
+ 8,13
- 3.94

+12,.87
+12.45
= 24572
+ 4.16
+ 7.38
-22.49
+.3.8

-18.4G3
-16.48
-10.76
-14,27
22410
-19.40
-27.,60
« 133
m T8l
-43,19
-26.86
-38,71
-24,13
-37.08
< 2,56
=1.24+20
-44,03
-33,83
-20.85
-26.74

.-10.98

+22,03
- 4,33
- 9,69
- 12478
+24,96
+11,64
+24,99
+29,25
-21.16
+20,24
+20,06
+45,96
- 2.94
+15,40
+28,79

S

-15.44
- 6,43
=217
=38.27

-14,08

~-16.83
-20.3¢
-15.41
~-10,56
-12,87
=15.97
-12,98
=15.70
- 0.65
- 1.39
-24,24
- 6,48
-15,25
+10.11
- 4,65
+21,23
+19,33
+10,03
+ 6,70
+36.93
+ 6.55
+23,04
+40,81
+19.30
+13,52
+ 5,62
+26,21
+18,92
+19.80
+26,82
-11.27
+ 1,57
- 3.83
+ 8,46
-22,03
=17.93
- 4,53

26



Estrela

n®

218
218
222
224
6

6

9
10
14
16
23
24
25
27
32
56
59
59
62
86
122
126
135
155
195
198
212
212
213

HD

045
918
661
151
456
457
531
516
228
978
302
388
642
376
309
456
067
256
832
360
451
981
734
763
810
667
097
581
998

Estrela

HD
HD
HD
HD
HD
HD
HD
HD
HD

24916 B
26976 C
111631
119850
152751
197481
1326
36395
42581

Classe MK d X
B9 V B9.,5 III 23.33  + 0.76
B9 43,48  + 2.35
B9 V 28,57 + 3.78
B0O.5 II 37.04  -15.86
B9.5 IV - V 71.43  =32.,55
B9 71.43  =32,55
B8 V 71.43  =43,64
B2 Bl (BO III) ¢ 55.56 =-35.97
B8 V. 55.56 + 2.54
B9 ITI 58,82 413.32
B6 III e 52,63 =46.75
B7n 55.56 =40,13
B9 V 52,63 -46.29
B8.5 V B9 55.56 =22.52
B9 V 52.63 =33.73
B8 52,63 = 9,36
B + G8 62.50 -42,28
B9 ‘ 55.56 -25.20
B9 Vv 52.63 -43.88
B9 or B9.,5 V €6.67 =32.69
Bl IT B3 62.50  +41.62
B6 IV B9 62,50 +46.80
B8n 58.82  +48.76
B6 ITI 58.82 - 5,03
B6 IIT B7 62.50  +34.00
B8 or B9 52,63 +33,93
B8 III or V 52.63 + 2.49
B8 V or B9 66.67 +37.50
BS V - 58.82  +15.60

TABELA II: ESTRELAS dMe

(dy x, y, 2z em pc)

Classe MKK d X

dM3 e 12.35 - 9,51
dv4 e 4,88 = 3.60
dM0,5 e 10.99  + 2,77
dM1.5 e (dM4) 4,97 4 1.48
dM3 e (dM4.5 e) 6.21 + 5.68
dvo e 8.84 + €,91
Ml Ve + M6 Ve 3.54 - 1,50
M1 Ve 5.88 - 4,95
amMl e 5.74 - 3.60

+25,38
+29.69
+ 9,19
+33.34
+42,68
+42.68
+47.92
+40,91
-26.97
-38.78
+11.49
-10.36
+25,01
=-31.79
-28,59
-49,64
-45,93
-49,21
-24,65
=31.68
-46.60
-38,50
-31.86
+47.90
+49,32
+30.94
+48.06
«27.36
+36.46

- 1.81
- 1.36
- 4,33

= 0,22

+: 1411
* 155
+ 3.00
= 2s80
- 4,08

=21.59
-31.68
-26,79
- 2,98
-47,13
-47.13
-30,03
-10.92
-48,51
-42,18
-21:27
«37.00
- 1,21
-39,61
=28,55
-14.75
¥ 2,93
~ 5,49
+15.40
+48,71
; 1.37
+15.28
+ 8:23
+33.,.77
-17.,83
—25.72

. =21:31

-47.85
-43,44

- T7.67
- 3,00
* 9]
+ 4,74
+ 2,24
- 5529
¢« 1412
- 1.96
- 1,81

27



Estrela

DM +271311
CLIESE 278-C

Classe MKK

dMO e
0,5 Ve

HD 79211 /o

GLIESE 338 M4,5 Ve
GLIESE 452 4 M0 Ve
HD 107596 MO Ve
GLIESE 490 A MO Ve
HD 147379 M0 Ve
GLIESE 685 M1l Ve
HD 180617 M3.5 Ve
HD 199305 M2 Ve
HD 202560 MO Ye
HD 217987 M2 Ve
GLIESE 908 M2 Ve
YALE 2890 M4 e

MO Ve + MO Ve

d

20,00
14,49
6.02
4.90
21,28
15.63
17.54
11,24
14,93
5.78
7.29
3.85
3.58
3.71
4,47

X

-13,28

4,27
2.28
4,29
3.48
1.02
1.49
0,17
4.39
1.09
2,75
1.46
0.19
1.98

+

+

y

3.16
1.73
1.15
1.69
1.76
2,63
2,29
8.55

+12.58

+

+ + + +

3:d3
7.07
0.19

0.13

Jail 2
0.40

28

z

+ 5,19
+ 5.54

+

+

4,08
3.99

+20,77
+15,01
+17.36

+

+

+*

7.14
8.04
0.33
1.40
2,69
3.26
4,78
3.99

Consideremos um cubo com aresta igual a 50 parsecs, tendo

o

Sol em seu centro., Este cubo inclui 12 estrelas 0 e B como se vé pela

Tabela I. Uma regressao linear para cada plano fornece:

Projecao XY:

Projegao XZ:

Projegao YZ:

Uma regressao linear para VY fornece, obviamente, o

e, g — 'r“' S ————

\

r

v
k

2y

P

‘r-

ke

o4

D

0.26
+6.40
11.36°

0.05
+0,28
2.63°

0.16
-0,95%
10.70°

e proporciona ama coordenada f =

demonstragao acima,

Por meio dos treés pontos

-4.84, de acordo com o que

= f = =4,84

a~] ]

wil

NIl <)

mesmo I‘h

vimos na

..2.
+5,
+0.

94
81
15
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onde P & o ponto de coordenadas médias, obtemos a equag¥o do

plano ajustante, que &
0.10x + 3,02y - 15,96z - 14,86 = 0

A dist3ancia do Sol a este plano ajustante & 0,91 pc, estando o

Sol acima deste.

As intersegoes do plano ajustante com os eixos coordenados sao

x = + 148,60
y = + 4,92
z = - 0.93

formando um angulo de -10.65° com o plano galiatico.

Resultados para outros grupos, obtidos da mesma maneira, e reu

nidos aos acima, podem ser resumidos na Tabela III,

Fagamos algumas consideragoes sobre os resultados constantes
da Tabela III, anexa,

A melhor reta ajustante para cada grupo nunca esta contida no

plano de perfil e a pior nunca esta contida no vertical.

Em cada grupo a ajustante de maior inclinag3o & também a que
possui melhor coeficiente de correlagao, Das quinze ajustantes, as pri
meiras seis, em ordem decrescente de inclinagc3o, apresentam os seis me

lhores coeficientes de correlacao, também em ordem decrescente.

Se levarmos em conta médias dos valores absolutos dos coefici-
entes de correlagao, por plano, verificaremos que o plano vertical & o
que apresenta os melhores coeficientes, seguido pelo plano horizontal.

Assim, para os cinco casos, o plano de perfil & o que apresenta dispo-

si¢30 menos ordenada.

Nas projegoes XY e XZ dos grupos 1 e 5, notamos alguma simila-
ridade entre os Enguloseth e = de cada projegao. Estes dois grupos
sdo os Unicos que apresentam um plano ajustante com inclinag¥®o negati-

va em relagao ao plano galatico.
A projegao vertical (XZ) do grupo 2 indica a presenga da Faixa
de Gould, Se subdividirmos em y positivo e y negativo, teremos:
y) 0:k = 29,08° o = 0,58
y< Ot = 12,83° A, = 0,35
Assim, a Faixa de Gould parece ser muito mais inclinada e orde

nada na regi¥o para a qual aponta o vetor velocidade tangencial de ro-
tagao galitica.

Para o grupo 4, que abarca um volume um tanto maior, a inclina

gao da Faixa de Gould desaparece.
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0 Sol situa-se abaixo do plano ajustante apenas para os grupos
4 e 5 das estrelas de emissao, sejam elas B ou M., Este iltimo aspecto
torna convidativo tentar verificar se existe alguma relag¥o entre a

localizagao das estrelas e o fato de seus espectros apresentarem rai-
as de emissao.

- - - -
Acreditamos que esta associagcao de métodos possa ser desenvol-
vida e aplicada a muitos outros casos, talvez permitindo encontrar al

gumas relagoes até agora dissimuladas.,

Desejamos agradecer aos Professores J., A, Buarque de Nazareth
e Silio Vaz pelas sugestdoes; ao Professor J. A, S. de Campos pela pro
gramagao da calculadora HP 9100 e ao Professor E. Pangel Netto

muitos c3dlculos e todas as verificagoes.

por
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