SOBRE O METODO DAS DEPENDENCIAS

J.A. Salvador

ABSTRACT

In the present work, we are going to make an
analysis, from a geometric point of view, of
the dependence method used to calculate the
position of celestial objects, -hiough the
vectorial analysis in the 3 - dimensional eu

clidean space.

INTRODUCAO

Na elaboragao de efemérides e catalogos estelares, e
para a determinagao de orbitas ¢ de grande importancia o calculo da posi
¢ao de um objeto celeste. A astrometria moderna obteve um grande avango
gragas aos instrumentos de observagao, a utilizagao de técnicas fotogra-

ficas e aos metodos matematicos de redugao de posigoes.

Neste trabalho apresentaremos o metodo das dependen-
cias para calcular a posigao de um objeto celeste, e para facilitar even
tuais corregoes futuras, fazendo uma interpretagao geométrica muito sim-
ples quando utilizamos tres estrelas de referencia e alguns conceitos de

analise vetorial no espago euclidiano tridimensional.

0 metodo das dependencias é bastante utilizado parade
terminar posigoes de novos astercides, cometas e outros objetos celestes,

uma vez registrados suas imagens numa placa fotografica.

METODOS DE REDUGAO

0 dominio de observagao dos objetos celestes & o con-
junto de todos o0s pontos da esfera celeste e, desde que um objeto € ob
servado ele & representado por um elemento (ai,éi) deste conjunto,que sao
as coordenadas equatoriais celestes, ascensao reta e declinagao respecti
vamente.

E conveniente introduzir dois conjuntos auxiliares, o
conjunto das coordenadas retilineas celestes, tradicionalmente conhecidas
como coordenadas ideais ou standard, cujos elementos tambem sao pares or
denados (Xi, Yi) do plano tangente a esfera celeste na diregsn da obser-
vagao e o conjunto das coordenadas retilineas medidas (mi,yi) na placa

fotografica.
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O0s metodos de reducao da posigao de um objeto celeste
atraves das placas fotograficas estabelecem uma correspondéncia biunivo-
ca entre estres dois conjuntos auxiliares, ou seja, entre a placa foto
grafica e o plano tangente 2 esfera celeste. Tal correspondéncia e de-
terminada por meio das coordenadas retilineas celestes de um certo nﬁmg
ro de estrelas de referencia, identificadas na placa, quando comparadas
com um catalogo e portanto sac conhecidas as suas coordenadas equatoriais

celestes, e as suas coordenadas retilineas sao medidas na placa.

Mesmo que a posicao real do objeto celeste esteja sub
metida as influencias de diferentes fatores instrumentais, oticos ou me
canicos, as formulas desta transformaggo biunivoca devem considera-los,
permitindo determinar as coordenadas retilineas celestes a partir das coor
denadas retilineas medidas, e em seguida, a partir delas e das formulas
da trigonometria esferica, podemos obter as coordenadas equatoriais celes

tes desejadas do objeto.

Sendo f a focal do instrumento de observagzo temos
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Alem disso, usando as formulas fundamentais da trigo-

nometria esferica como em DEBEHOGNE [2], cbtemos:
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onde (ao,ﬁo) ¢ o ponto de tangencia da projegao da placa sobre a esfera

celeste e,

Aa. = a. — a
i

(2.3)
AS, = 6§, = §
1

sa0 ss incrementos infinitesimais das estrelas consideradas relativos a

(uov 60) .



METODO DAS DEPENDENCIAS

0 astronomo norte-americano SCHLESINGER elaborou o mée-
todo das dependéncias para calcular a posicac de um objeto celeste em
coordenadas equatoriais celestes (a,8) uma vez obtida as suas coordenadas
retilineas medidas (xo,yo) numa placa fotografica, e em seguida muitos as

tronomos o aperfeigoaram.

SCHLESINGER mostrou que a posigao desconhecida &(ryo)
de um objeto celeste pode ser reduzida como uma fungao linear explicita
das coordenadas retilineas medidas (mi,yi) das n>3 estrelas de referencia,

isto e;

g = D wl
(3.1)
Yo = LD y; > i = 1,2, 000400
com a condigao de que
1 = £D; O 196 JAN. (3.2)

Além disso, se n>3 as dependencias D, sao tais que a
fungao F definida por:
2

.,D.) = D’ (3.3)

F(Di’DZ"' n i

- - -
seja minima. x

Empregando o metodo dos multiplicadores de LAGRANGE,
para encontrar o minimo de (3.3) sujeita as condigoes (3.1) e (3.2),como

em |3|, obtemos as dependencias:

D, = A&, + A,y; + A3 , & = 1,2,...,0. (3.4)
onde kl’ Az e A3 sao constantes que podem ser calculadas usando (3.1) e
(3.2), isto &, resolvendo o sistema matricial
2x2 ix Ix A
o i ivi i 1
2
Yo = Lz .y, Ly Ly, 12 (3.5)
1 Exi Zyi n AB
L. " o= B . S
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Evidentemente tal sistema de equagoes apresenta uma
Gnica solugao pois a matriz dos coeficientes & nao singular, além de ser

simétrica, assim obtemos os valores das dependencias.

Por outro lado, sabemos que a placa subentende uma pe
quena regiao da esfera celeste de modo que o desenvolvimento em série de
TAYLOR das fungoes seno e co-seno em torno da origem até os termos de se

gunda ordem, das quantidades infinitesimais definidas em (2.3) nos da:

3
sen &ai nai * Gl(ﬁai) |
(3.6)

(8a;)?

4
cos da, = 1 - —5— + of (day)”|

Usando (2.1) e (2.2) como em DEBEHOGNE |2| obtemos:

f(&ai cos 60 - ﬂui ﬁﬁi sen 60)

9
(ﬂai)' (3.7)
f(aﬁi + —5— sen 60 cos 60)

<
"

que multiplicadas pelas respectivas dependencias e somando desde 1 ate n,

nos da:

x = -
ZDi ; f(EDi Aai cos 60 EDi Aui AGi sen 60)

2 (3.8)
(ﬂai)

— — sen § cos 60)

zniyi = f(zn:.L aai + zni 8

Mas por (3.1) o primeiro membro das equagoes (3.8) re-
presenta as coordenadas do objeto celeste (mo,yo) que geralmente sao con
sideradas como o centro das dependéncias e as coordenadas retilineas das
estrelas sao medidas com relacao a esta origem, assim, utilizando (3.2)

temos para tal objeto:

0 = £f(Aax cos 6, — Ao AS sen 60)

0

( )2 (3.9)
Ao
0 = £(AS + 5 sen 60 cos 60)

Comparando (3.%) e (3.9), eliminando f temos:

ba = ID; Ba; = (ID; Aa; AS; = ba A8)tg

(3.10)

A = ID. AS., + L(=D.(ha.)? - (Aa)?)sen 26
g 484 * F(ED4 (boy 2



10

Observamos que para estas formulas serem utilizadas na
pratica elas precisam ser coerentemente dimensionadas. Como o primeiro
membro de (3.10) em ascensao reta deve ser expresso em segundo de tempo
devemos multiplicar o dltimo fator do segundo membro por sen 1", enquanto
que o primeiro membro em declinagao deve ser expresso em segundos de arco
devemos multiplicar o ultimo fator do segundo membro por 152 sen 1",assim

obteremos:

=]
]

- n -

e + ZDi bui sen 1 tgGO(EDi &ai 66i Aa AS)
(3.11)

] 2% e i 2 _ 02

§ = 60 + EDi ﬁ6i + 7 sen 1"sen 26O(£Di(aai) (Aa) ™)

que sao as coordenadas equatoriais celestes do objeto.

Geralmente considera-se (ao,ﬁo) como sendo as coordena
das de uma primeira estrela de referencia porque é praticamente impossi—
vel saber o ponto de tangencia da projegao da placa sobre a esfera celes
te, e ai efetuamos as medidas de trds ou mais estrelas de referencia e do
objeto celeste em relagao a (al,dl) considerada como origem das coordena-

das.

Desprezando os termos quadraticos podemos ter uma pri-

meira aproximagao para (a,8) que &;

o = a. + ED. Aa.
0 i i
(3.12)
.6 = &, + ID. AS,
0 1 1
e que na pratica pode ser usada como indicagao da posigao aproximada de

um objeto celeste recém descoberto, e em seguida com mais cuidado calcular

uma melhor aproximagao juntamente com (3.11) pelo processo iterativo.

0 METODO PARA TRES ESTRELAS DE REFERENCIA

Quando aplicamos o método das dependéncias usando tres
estrelas de referencia podemos obter a posigao do objeto celeste relativa

mente rapido sem o uso do computador.

E natural escolher as estrelas de referéncia na placa
fotografica de modo que o objeto celeste fique no interior do triangulo
cujos vertices sao as suas imagens, e o centro das dependancias (0,0) coin

cide com as coordenadas retilineas Cxo,yo) do objeto celeste.
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F ) nENE 7
0 xl xz x3 D1
0 = Yy Y, Y, D, (4.1)
D
i 1 i _1 1 1 3

obtemos a solugao pelo método de CRAMER;

n.
D, == § I % 12,3 (4.2)

i
onde os valores n., i=1,2,2 sao os menores complementares da terceira li-
nha e N @ o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (4.1),que

obviamente & nao nulo.

INTERPRETAGAO

Quando aplicamos o metodo das dependencias utilizando
tres estrelas de referencia, escolhidas de mode que a imagem do obhjeto ce
leste jaz no interior do triangulo constituido pelas suas imagens na pla
ca fotografica, obtemos uma interpretagao geométrica bastante simples e

clara utilizando alguns conceitos de analise vetorial.

Fixando a imagem do objeto celeste como origem das co
ordenadas medidas, os vértices de tal triangulo constitui os vetores (mi,
yi,O), i=1,2,3. Reparemos que as imagens das estrelas de referencia na
placa estano num plano, e para dar um tratamento vetorial mais elegante
introduzimos uma terceira componente nula, obtendo assim um vetor num sub

-espago do espago vetorial euclidiano tridimensionalﬁma.

-> -
Definimos agora os vetores n. pelo produto vetorial

dos vetores (xj,yj,O) e (£, ,¥,,0), isto e

->
onde i, j e k sao numeros inteiros que variam ciclicamente de 1 a 3, sen
do ﬂ; normal aos vetores (xj,yj,O) e ka,yk,O), ou seja, ﬁ; e perpendicu

lar a placa fotografica.

. -
Temos assim que 0s vetores (mj,yj,O), (mk,yk,O) e n.

sao linearmente independentes, logo eles geram o espago todo Rr3.

> .
Observamos que o valor absoluto dn vetor n, e exatamen

te n, definido em (4.2), isto ¢&;
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-
Sabemos que o valor absoluto do vetor n. representa
geometricamente a area do paralelogramo cujos lados sao os vetores (.,

yj,O) e @,,¥,,0), que e o dobro da area do triangulo de vértices (0,0,0),

( %,yj,OJ e Crk,yk,o) como podemos visualizar na figura (5.1).

(x3.y3.0)

Figura (5.1). As dependénci qm%xykgﬂalaQSes entre areas.

- - - 3 +
Alem disso, podemos definir o vetor n como:

(e ( + + n
n n, n, 3
> - - - - - . b
onde k e o vetor unitario tambem perpendicular a placa, e o valor absolu

to de ; ¢ igualmente a N definido em (4.2).

Assim, N representa geometricamente o dobro da area

do triangulo formado pelas tres estrelas de referencia.

. Sendo ni a area do paralelogramo, como na figura (5.1),
i - g - - . 1
-;-e a area do triangulo correspondente a sua metade, que e igual 5 bihi

onde b, e a base e hy @ a altura deste triangulo relativa ao vertice
(0,0,0). =

N - PN .
Por outro lado 7 representa a area do triangulo cujos
vertices sao as tres estrelas de referencia que também-pode ser escrita
]_ - . - - =
como Ebini’ onde Hi e a altura de tal triangulo relativa a base bi'

De (4.2) segue-se que as dependencias Di' podem ser
expressas coOmo:
b,
T i=1,2,3,

Logo podemos visualizar as dependencias como relagoes

. P |
entre comprimentos, como mostra a figura (5.2). i

(xj'yjlo) (Ij,yi,O)

(xk'yk'o)

Figura (5.2). As dependéncias como relagoes entre comprimentos.
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As depehdencias Di' i =1,2,3 podem ser consideradas
¢como relagoes efitre as areas dos triangulos como na figura (5.1) ou sim-
plesmente como relagoes entre os comprimentos das alturas dos triangulos
como na figura (5.2). De qualquer modo notamos que elas sao quantidades
adimensionais, e portanto nao ha necessidade da orientagao da placa foto
grafica no instrumento de observagao nem da determinacgao da escala da pla

ca.

CONCLUSAO

A escolha de trés estrelas de referéncia tem uma gran
de vantagem que e a rapidez com que podemos medir as dependencias Di’
i =1,2,3 na placa fotografica com uma régua fina cujas graduagSES deven
ser precisas. Para isto € necessario que o astrometra construa o trian-
gulo das estrelas de referencia e faga simplesmente as medidas das altu-

ras hi e Hi’ i =1,2,3, e os seus respectivos quocientes.

Em seguida e so0 aplicar as formulas (3.12) e obter uma

primeira aproximagao para as coordenadas celestes desejada do objeto.

Quando aplicamns o método das dependencias a um nume-
ro n>3 estrelas de referencia € necessario o uso de um medidor de placas
e de um computador, o que provavelmente levaria mais tempo para obter uma
melhor aproximagao para a posigan de um objeto celeste que fosse desco-
berto, principalmente num observatdorio modesto que as vezes nao se tem

todo este equipamento.

0 método das dependencias e bastante utilizado para
calcular as posigoes de asterdide como em |4|, e de outros objetos celes

tes como em |2|.

A equipe de pesquisadores na area de Astrometria do
Observatorio do Valongo tem utilizado tal método para calcular as posi-
goes dos novos astercides descobertos em operagao conjunta com o astrang
mo belga DEBEHOGNE nas chapas fotograficas obtidas no Observatérioc Euro-

peu Austral, em La Silla no Chile.

Finalmente, queremos expressar os nossos agradecimen-
tos ao Prof. Dr. HENRY DEBEHOGNE por seus ensinamentos sobre astrometria,
ao Prof. Dr. LUIZ EDUARDO DA SILVA MACHADO, diretor do Observatorio do
Valongo pelas valiosas sugestoes, a sua equipe de astronomos e a todos 0s

amigos do Instituto de Matematica da UFRJ que sempre nos incentivaram.
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