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UMA CONTRIBUICSO AO ESTUDO DA INTERA;&OJCORRENTE-ONDA PROGRESSIVA

Dulce Cardoso Washingten

ABSTRACT

A mathematical model to evaluate the resultant inte-
raction of a progressive wave; incident to a uniform
.current is presented and its effects analysed. - The
model is based on the potential theory wich assumes
small amplitude waves; so that the potential veloci-

(€]

ty can be treated as the addition of the several ele
menhtary potentials. For the description of the inte
raction of motion between waves and current Green's
function tecniqueé is utilized. The solution of the
problem is achieved by applying the boundary condi— -
tions on the nortex surface. An algorithm is carried
out to show the form of the surface in the internal
and external regions of the current, and for numeri-
cally avaluation of ghe model.

INTRODUCEO

As ondas ocednicas ao se propagarem afastando-se da
regifo onde sdo formadas sofrem modificagdes acentuadas a medida que
se deparam com alguns obstaculos. As principais alteracﬁes se apre-
sentam através da variagdo da amplitude e da mudanca de dire¢ao prin-
cipal de propagagdo das ondas. '

No caso particular de uma frente de onda que, ao se
propagar encontre uma corrente maritima pode-se verificar esses efei~
tos. Tal comportamento também € encontrado no caso de navios se des-
locando no mar, quando a esteira interfere com sistemas de ondas do
mar ou com o sistema formado pelo proprio navio.

L))

As duas grandes dificuldades presentes neste fipo de
problema se devem a presenca de termos nio lineares nas condi¢bes de
contorno a serem satisfeitas na superficie livre e a forma de repre—
sentacao matemdtica da interface dos dois escoamentos, corrente-onda,

Gadd (1969) estudou o comportamento das ondas gera-
das por navios e observou que estas ondas apresentaram deformacgdes bas
tante significativas quando encontravam a esteira viscosa.

No lado experimental Savitsky (1970) estudou as inte
ragdes de onda e turbuléncia e verificou que as correntes de pequenas
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intensidades produziamum efeito muito maior na onda incidente do que
a perturba¢do provocada pela turbuléncia.

Maruo e Hayasaki (1972) estudaram os efeitos da es—-
teira em ondas geradas por navios. Para tal utilizaram um modelo re-
presentativo da mesma e; neste modelo; supuseram a esteira concentra-
da numa regido limitada por duas placas planas paralelas, Neste tra-
balho Maruo e Hayasaki apresentaram resultados de sua avaliagio numé-
rica.

Hirata (1973) eétudou a interferéncia de ondas gera-
das por navios utilizando-se de uma modelizagao em que a esteira era
suposta concentrada numa regido cilindrica com eixo horizontal e se-

(g

¢do circular. Sobre este escoamento no interior do cilindro fez ineci
dir uma onda.

Em 1975' Evans; através de expansdes de autofuncdes
solucionou o problema de ondas planas em superficies de vértices. Nes
te trabalho Evans evidenciou uma incorregao na formulacdo de Maruo e
Hayasaki (1972) que se deu na condigao de contorno a ser satisfeita

na fronteira da esteira, sendo que, posterlormente, Maruo e Matsuura
(1976) corrigiram o equivoco.

Nosso objetivo é estudar o problema da interagdo en-
tre o0s escoamentos devido a uma onda progressiva € uma corrente uni—

forme tentando-se avaliar numericamente o escoamento resultante desta’
interacao.

FORMULACAO. DO. PROBLEMA |

GENERALIDADES

Para o estudo do problema admite-se que o fluido e
ideal incompressivel e o escoamento irrotacional. Estas hipdteses fa
zem com que o problema matematico recaia num Problema de determinagao
de um potencial de velocidade para descrever o escoamento,

L H

Além destas é feita uma hipdtese adicional onde assu
me-se que as ondas sao de pequenas amplxtudes desprezando, - portanto,
termos nao lineares presentes no equacionamento matematico,

0 modelo, baseado na teoria potencial, consiste na
representacao do escoamento através de um potencial de velocidade que,
devido a llnearizacao e a superposzgao de um potencial representati-
vo do eéscoamento uniforme na regiao interna (regiao II), regido  gda
corrente, de um potencial representando as ondas progressivas que se
propagam na regiao externa (regiio I) e de um potencial que levaria em
conta a interagao destes dois escoamentos, Para descrever o poten-
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cial devido a interacgao destes escoamentos que dag origem a uma super
ficie de vortices, e utilizada uma distribuic@o de singularidades,fun

cdo de Green,

, As ondas incidentes ao se depararem com a. superficie
de vortices sofrem reflexdo e transmissdo através da regido interna.
As ondas refletidas possuém comprimento de onda igual ao das ondas

incidentes, o que nac ocorre necessariamente com as ondas transmiti-—

das.

GEOMETRIA E HIPOTESES

A orientacdo do sistema de coordenadas e exposta na
figura I, onde pode-se ver queé-o planc X, y coincide com a superficie
das aguas em estado de repouSo; portanto uma superficie horizontal sen
do © eixo 0z orientade verticalmente para cima.

0 fluido é‘suposto incompressivel (V.V=0) e ndo vis-
coso em toda regiao fluida. O escoamento e admitido ser irrotacional
(va 0) possibilitando © uso da Teoria Potencial. A superficie de
vOrtices que separa a corrente da regi;o "fluida externa & definida

por:
Fix,r,85t) =T - r_(x,85t) =0 (I1.1)

O potencial de velocidade ¢I’ na regiao externa a.
corrente e descrito pelo potencial de onda incidente e pelo  poten-
cial de difragdoc que é expresso pela superposicao dos potenciais de
fonte, dipolo e potenciais livres de onda, Este potencial é represen
tado na forma:

o; (X,¥,2,t) =0, (x,y,2,8) R (II1.2)

O potencial de velocidade na regido interna a corren
te, ¢II’ e composto do potencial de ondas transmitidas mais os poten-

ciais livres de onda que caracterizam os efeitos locals e assume a
forma:s
01y (X,¥,2,t) = Ux + ¢, (x,y,2,t) | (II.3).

A forma da superfICie resultante da interacao. dos
escoamentos, externo e interno, e dada por: '

F; (x,y,2,t) =z - Ty {x,y,t).= '0 na regifio I _ (I1.4)

Fry (x,y,z{t) =z - Trt (x,y,t)} = 0 na regiéo II (I1.5)
Assumida a hipotese de irrotacionalidade do fluido

pode-se dizer que a equagdo da continuidade € representada pela Equa-
¢&80 de Laplace nas duas regides em estudo, sendo que a solucio da

Equacio de Laplace fornece meios para calcular o campo de velocidade
e a trajetoria das particulas. '
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Com uma visdo da geometria e hipdteses que limitam o
problema estuda-se as condicdes de contorno a serem satisfeitas.

CONDICOES DE CONTORNO

Una vez ‘que as ondas incxdentes tém a dependencia do

"tempo expressa ha forma elt, pode-se dlzer que, para todos os poten-

clais decorrentes, a dependédncia do tempo tem a mesma forma., Assim, es
creve-se o potencial de velocidade na reglao I, como sendo:

91 (x,y,z,t) = el¥ ¢‘ (x,y,2) (II.6)

“ Duas condlcoes devem ser satisfeitas na superficie 1i
vre: (a) cinematica; (b) dinamica.

a) Condigdo Cinemdtica na Superficie Livre

DF.

—

=0 | (11.7)

s

Esta condicdo exprime o fato que a partlcula fluida
permanece na superficie livre.

Considerando que FI (x,y,2;t) = z ~ CI (x,vy;t) =0, te

remos:

o DFI‘ .BFI . aFr 8¢I BFI 8¢I BFI 8¢I

=Ft'"-5t'+ ox 5x+5y dy dz 9z

ou h (II.8)
“tre T %1 frx "0k bpp =0 em oz =g |
b) Condicdo Dindmica na Superficie Livre

Como a pressao no fluldo & expressa pela educaciao de
Bernoulli, sendo constante a pressio & superficie e admitindo esta
constante iqual a zero, tem-se:

1 (11.9)

Uma vez gque a condicao dinamica na superficie Tivre
ndo € linear é necessario lineariza-la,

. gop * b1 * 3 To}, + 01y * 01} =0 emz =g

[ 3]

Utilizando o método de comparacido verifica~se que os
termos quadraticos sao despreziveis em relagdo aos termos lineares re-
tidos. Desta forma, expandindo ¢I(x,y,z t) e cI(x,y 2,t) em series de

poténcias e, tomando os termos lideres da primeirpa - aproximagao, ou se=
ja, linearizando:

0 (11.10)

¢Iz =~ L1t 0 em z

O em 2z

it
H

9Lr + Orp 0 ' ' (II,11)

. Como foi.dito anteriormente, ¢ potencial de velocida-~
de na regido I & representado por ¢ (x,y,z t) et ¢'1(x,y,z,t) ou:

..
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b (X,¥,2,8) = T{t) ¢’y (x,y,2) (I1.12)
o ¥ :
Sendo assim a equagdo (I1.12) € escrita na forma:
¢'y - w? 'y =0 (1I.13)
lz 3 1

onde vl'é O numero de onda, w & a frequéncia e g €& a gravidade,
Fazendo-se w?/g = v tem-se:

] - A = = - ' .
o'y -V ¥ 0emz =0 (II.14)
Que representa a condicao de contorno a ser satisfei

ta na superficie livre em sua forma linearizada. Superficie esta que

é obtida através da equagdo (II.11),
1 29

Cq (X{Y;f) =~ 3 —"—jl (II,15)

z =0

Desenvolvendo procedimento andlogo a regido I, e con
siderando que:

FII (X,Y,Z,t) = Z - C’II (x'ylt)
brp (Xe¥iZ,t) = =Ux + ¢, (x,y,2,t)
estabelece-se para a regido II:

a) Condicdo Cinematica ria Superficie

DFyq =0 em 2 =.CII
Dt
ou

3L % - oz
x| %11 %%
e e Tt 0emz =ty (I1.16)

b) Condigao Dindmica na Superficie

Utilizando, novamente, a equacao de Bernoulli

J 1 ,a . 82 a2 Loszq o U
gz + 3 °[U? - 2 U¢ + ¢ + ¢ + 3.1 =
p 2 I, - YII, I, "~ 1L, 2
0 valor dado a constante do ladoc direito, V2/2, é de
vido ao fato que a superficie de vdrtices n3o pode suportar uma dife-

renca de pressio.

Assim sendo, a condigao dinamica se apresenta na for

mas
' .9d 9. . : i '
gt + IT - U I1 = 0 em z = (11.17)
1 Jt ax 11

Através de um tratamento matematico no qual € utili-
zado a separacao de variaveis, © que nos permite escrever ¢2 x,v,2,t)=

i(wt"QX)z¢ 2u(x z), pode-se expressar de forma mais adequada as con
digdes na superficie livre nesta regiao, qual seja:

o'y = lﬂ:ﬂll $'5, =0 (II.18)
Z
ou
$'y =~ vy b, =0emz =0 (I1.19)

Z
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(w+ul)?

onde v, = g ¢ © nimero de onda e 1 o nimero de onda aparente.

Atraveés da equagdo (II.17) chega-se i forma da super-
ficie livre na regido II.

1,3 2
Cpr Koyet) = -2 Gp - U o |, (II.20)

Sobre a superficie de vdrtices condicdes de contorno
-devém ser satisfeitas. A condicdo de que a componente normal da velo-
cidade deve ser igual nos dois lados desta superffcie € o suporte da
condigdo cinemidtica e a condigdo dinfmica expressa o fato de que a fo-
lha de singularidades nao pode-suporﬁar diferenga de press%o.

Condicdo Cinematica

Regido I , .
br _ _ %% - (3¢II - U) o . 11 1 g o =0 (II.21)
Dt = ot 0X 9% or r 936 96 ’
Regiao II )
DF _ _ ’To - P91 3%, + 201 -k EEE'EfQ = 0 (I1,22)
Dt -~ 8t 83X 9x 3ar ~ r? 3 o ’

Assumindo que:

r, {x,8;£) =R+ R, (x,0;5t) (1I,23)

em que € € um parametro muito pequeno.

Desprezando os termos de ordem superior nas - equagées
(IT.21) e (I1.22) e transferlndo a condigao de contorno da posigao a-
tual para a posigido média.

ar 3¢ 3r ar_ 3¢,
0 o o “"II _. - : :
3 w e et UuR pec0emr =Ry (11.24)
Levando em consideragéo que:
B¢l aro - =
—g—-' '-15— = 1wr0 (11925)
o or 3r
2 0 o _ . "
5T S 35T - 5% ° 1 (wsul) T, : (II,26)
e dividindo (II.25) por (II.26), tem-se: .
olr _ o ' (II1,27)

¢2r T w+ul

Como © comprimento de onde longitudinal é ‘igual tanto
no escoamento interno como no externo, pode-se escrever que A x = 2n/k
= 27/1 + K = 1,

Assim sendo (II.27) pode ser escrita na forma:
ol (0t "

e L T

0" (X8 ¢, (r,8)
w = (m+Ul) ' (11'28)
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que corresponde a condicio cinematica na superficie de vortices.

Condic¢dao Dindmica

Regiao I
Pl + ' 2 2 . 42 -
Lrgz e dol 41 (620 4+ ¢ + ¢2 ) =0 (I1.29)
5 It > Ix Iy Iz _
. Regido II
23 + 92 + ¢ + Y (U2 - 2Uu¢ + $2 + 2 v 62 ) = Hi .(II 30)
P ITt " 2 IIx IIx IIy ITz" 2 '

Fixando somente os termos de mais alta ordem nas e-
quagdes de vortices Py/pP

i

P,/p, pode-se escrever:.

r¢ = frre - Udpp, . {11.31)

Consequentemente a condig¢do dinimica na superficie
de vOrtices pode ser descrita Como :

m¢l (r,e) ='(Q4ul) ¢2 (r;e) em r = Ro

Em resumo, o problema de valor de contorno sera con-
tido nas equag¢des abaixo:

Regido I V2¢l(x,y,z) = 0 na regiao fluida
‘ (X1.33)
¢'lz - vl¢'l =0emz =90 :
Regiao II V2¢2(x,y,z) = 0 na regido fluiga - )
_ - ' (I1.34)
] N | S -
¢ 27 = v2¢ 5 = Oemz =10
Superficie wd'y. (r,8) = (wsul) % (r,8) emr =R
de 2 B 1x e ° (11.35)
Vortices w¢“l (r,8) = (w+ul) ¢“2 (r,8) em v ='Ro

SOLUGAO DO. PROBLEMA E TRATAMENTO'NUMERICO

POTENCIAIS DE VELOCIDADE

Regiao I

0 escoamento na regidoc I seri representado pelo po—

‘tencial de onda incidente mais o potencial de difracido {fonte, dipolo

e potencial livre de onda). Oy seja:

¢l(x,y,z,t)=¢w(x,y,z,t)45¢F(x,y,z;t)}u¢ntx;y;z;t)+¢WF(x,y,z't)'(111_1)
Sendo que o potencial de onda inqidente é dado por:

¢w (x,y,z,t) = CHle Y12 cos (dt-le'cosa +ruly sina) (IIT.2)
O potencial de fonte:‘

bp (X,y,2,t) = ei‘wt‘kx’¢!F(x,z) (III.3)
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onde

& VZ = iv.|ylsine |, @ oy
' . ~ie 1 17547 1 . l[y]cosaecosh u
¢ F{Y'Z) - sino o fo e ' |cosa-sinh u

coso sinh u
cos®a sinh?u+l.

cos(vlz cosa sinh u) + sin (ﬁlzcosasinh u) du

O potencial de dipolo:

i{wt-kx)

¢'y (Xyy,z,t) = e ¢'D (y,z) | (III.4)

onde

¢"D (y,z) = eV12-V1! ly| sina) sgny -

-Vv; lylcosa cosh u-

o . .
-z sgny fo e cosa sinh u cos (y,z cosa sinh +

w
¢os’a cosh u 'sinh u
cos‘a sinh2 u u+'

+ sin (vlz coso sinh u)

Cs potenciais livres de onda sdo descritos por:

¢wF(xvy:z tJ = ot fut-kx) (y,2) (111.5)

Onde a funcao ¢ (y,z) & determinada através da reso-
lugao dd Equacdo de Laplace usando a técnica da transformada de Fou-
rier,

Assim.sendo os potenciais livres de onda podem © ser

expressos como sendo:

by (0,2, t) = {ei‘mt‘kx’)'{r u [kpy.y (kr)sin(2u-1) o+

2u+1(kr) sin (2u+l) 9 + Zkvl k,,Sin 2u G)j Eﬁq 2u-2 (kr)cos (2u-~

-t=

~2/8 + k,_(kr) cos~2u9.+ 22 k,,_q (k2) cos (2u-1)63] | (I11.6)

sendo ku(kr) a fungao de Bessel de arguméhto kr.

Regido II
O escoamento na regiéo interna é representado por um

potencial composto pelo potencial de ondas transmitidas mais os poten
clais livres de onda:

¢11(“'Y'z't’ = Yép(x,y,2z5t) + ¢ F(x,y,z-t)' (I11.7)

0 potencial de ondas transmitido & expresso por:

¢T 9%,y,z; t) = ReqCpHp ifut-1x

+ \/;]'-‘r_;z—,} - | (ITI1.8)

onde 12=v2cosB, CT=(w4ul) - celeridade da onda transmitida,

Potehciais livres de onda -

I N . -

'¢w£?x'ytz-t> = el (WE-1x) x{y,z) (11T,9)
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ou .
. - i ‘- _.w N
typeyiz,e) = otlt=lx o, I,..1(18) sin (2u-1)6 +
.- o . :
I (1r) sen (2u+l) o - 2V2 ' .
2u+l - Izu fu' sen 2u6 + Ebu IZU,-'Z (1r)
. . e . N ) o 4

cos ‘(2u=2) 9 + %‘».(lr) cos 209 - 2‘1’3 I,y (1r) cos (2u-1)0 (III.10)

0 angulo B

O dngulo B é o dngulo pelo qual as ondas transmitidas
se propagam na regido interna a corrente. Este dngulo € determinado
utilizando-se a propriedade segundo a qual o comprimento de onda lon

gitudinal (comprimento na.diregdc x) é o mesmo tanto na regiao inter~

Co2T 2n.
a co na rma: = S = o
n mno externa: Ax % T

Considerando os valores de k ‘e 1 podemos determinar
o valor de B atraves da relacdo:

+ —E)2 ‘ (ITI.11)
W

TRATAMENTO NUMERICO

Na determinacao dos coefiqientes (G;u, u,qu,au,bu)que
expressam as intensidades dos potenciais usou~se as condigées impos-
tas na superficie de vortices (cinematica e dindmica somando-as e fa-’
zendo uma distribuicdo sistematica da equacép résultante em um. certo.
nimero de pontos da superficie de vortices onde ela deve valer, Para
isso dividiu-se a coordenada em un nimero de vezes igual ao numero de
incdgnitas presentes.

A equabﬁo representativa do sistema algebrico a ‘ser
resolvido, resultante da soma anteriormente citada, foi:

o[uupF (r,B)+{wal)_¢oFt (r,eﬂ + \{ulp;) (r,6)+(m+Ul)¢q'~Dr (r;eﬂ +

+2P f'ﬁof B)+(Q+Ul)¢d (x 6)'+; wwltr 9)+(m+Ul)¢e (r,9) .
10 “'n Te e ] lqn{ n'c’ r, -

N |
evfusonrog tx, 0140ty (r, 0] -Ia, [(‘fnwl)xﬁ(r,ﬂ)*mxgn.(r.ei
. r

. e ' . . :
-ibn [(u+::‘1)x§(r;e)+uxe(r,e)] ==wé,, (r,8) = (w+U1)¢ ;r,e) (III,12)
As 1ntegrais dos potencials de fonte e -dipolo foram

resolvidas utilizando-se a Regra de Simpson,

As derivadas dos potenciais livres de ondas foram
calculadas atraves das Formulas de Recorrencia das funcoes de Bessel,
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Implantado o processo numérico num computador digi-
tal Bourroughs 6700 determinou-se as intensidades dos potenciais e
consequentemente a forma da superficie livre nas regidces I e II consi

derando que esta era fun¢do da velocidade.

DISCUSSAO DOS RESULTADOS

A solugao do sistema algebrlco (equacao IIT.12) tor
na-se laboricsa uma vez que o mesmo € um sistema complexo (a+ib) com-
posto por fungdes modificadas K e I de Bessel e suas derivadas.

A escolha do numeroc de termosa ser utilizado na des-
cri¢do dos potenciais livres de onda foi de suma importincia na reso-
lugdo algebrica, assim como a escolha do argumento das funcées Ke I
de Bessel, tendo em vista que na solugdo do sistema multiplicariamos
termos cujos expoentes teriam valores Bastante grandes e termos cujos
expoentes teriam valores bastante peqﬁenos, ficando ora com resulta-—
dos altissimos, ora com resultados Infimos provenientes desta multi—
plicagao, recaindo assim numa matriz mal condicionada uma vez que' em
um dos objetivos do trabalho foi calcular:a'forma'da sﬁperficie livre,
variando portanto o raio da corrente; e tendo em vista que © argumen-
to das funcgdes de Bessel era proporcional 3 razao raio da corrente~
—comprimento de onda (r/A) o problenma tornou—se de mais dificil ‘solu-
gdo. :

Para contornar esta'dificulﬁadeAestudouése diversos
casos onde foram atribuidos diferentes valores ao comprimento de qnda,
ao angulo da incidéncia, a velocidade da ccrrente; ao raio da corren-
te e constatou-se uma acentuada atenuagao da onda incidente ac encon-
trar a superflcle de vértices. -

A figura II mostra a forma da superficie livre na re
gi&o I (CI) e na regiao II (;II) cnde pode-se verificar a marcante
atenuagdo da onda -ao eéncontrar a superfibie de v6rtices.

As figuras III‘ IV} V, VI mostram a contribuicao de
cada superficie, i .oladamente, ou seja, a contrlbulgao das superficies
devido ao potencial de onda inc1dente, ao potencial de fonte, ap PO~
tencial de dipolo e aos potenciais livres de onda., Ao examinarmos os
valores destas contribuicdes e compara-los com os da superficie livre
na regiﬁo I concluimos qué a forma da superff&ie livre na regido I,.
junto & superficie de vortices se deve predomihantemente aos efeitos .
do potencial de onda 1ivrele, a medida que se distancia desta superfi
cie de vortices a forma da superficie livre SOffe predominancia " dos
efeitos do potencial de onda incidente. -

Os dados testados foram inumeros, entretanto; nas fi
guras acima citadas, foram utilizados os seguintes dados: r=10, U=0,2 e
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o] . -
a=60" (onde r = raio da corrente, U = velocidade da corrente e o = an
gulo de incidéncia).

As figuras VII e VIII mostram as contribuig¢des das
auperficies devido ao potencial de ondas transmitidas e devido aos po
tenciais livres de onda (regiao 1I).

Os resultados obtidos estao coerentes com aqueles ex

perimentalmente observados por Savitsky (1970] atraves de testes em

tanques de prova.
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