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Resumo

Neste trabalho investiga-se a assimila¢ao de dados pelo método 3D-Var no modelo de Lorenz. Este modelo foi
escolhido, porque representa os diferentes modos do escoamento da atmosfera definidos em fun¢do de determinados
parametros. Modelos simplificados, permitem avaliagcdes do comportamento do escoamento atmosférico mais dispendiosas
de serem realizadas em modelos de equagdes primitivas, com suas varias interagdes nao lineares em diversas escalas. O
trabalho indica a necessidade de aplicar técnicas de assimilagdo de dados em modelos altamente sensiveis as condi¢des
inicias. Mostra-se que o método 3D-Var ¢é bastante dependente do ntimero de ciclos durante processo de minimizagdo da
fungdo custo. S3o necessarias no minimo 1.000 interagdes para que a técnica seja eficiente. Todavia, esta estratégia falha
para condigdes iniciais acima de determinado grau de ruido, no caso avaliado, 40%. Mostrou-se também, a dificuldade de
se realizar assimilag¢@o de dados quando os graus de liberdade do modelo sdo muitos maiores que o numero de observagdes
a serem assimiladas.

Palavras-chave: Assimilagdo de Dados; Variacional; Lorenz

Abstract

This paper explores some aspects of data assimilation by 3D-Var method implemented in the Lorenz model. This
system was chosen because, although simple, has similar structure to the atmosphere under certain parameters. Conceptual
models allow difficult judgments to be made in primitive equation models with their various nonlinear interactions at
various scales. It is shown the need to apply data assimilation techniques in highly sensitive models to initial conditions.
It was also shown that 3D-Var method is very dependent on the number of cycles during the process of minimizing of
the cost function. In the experiment performed on this work was found that at least 1,000 interactions are necessary to
solve this minimization problem. However the technique fail to 40% noise added to initial conditions, comparing to
control. Additional experiments show the difficulty of performing high quality data assimilation in chaotic dynamics for
underdetermined systems, such as the Earth's atmosphere.
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1 Introducao

A previsdo de tempo realizada por diversos
centros nacionais de varios paises, utilizam Modelos
Numéricos de Previsdao de Tempo (MNPT). Estes
modelos sdo representados por conjuntos de equagdes
diferencias parciais acopladas, portanto, dependentes
das condigdes inicias, obtidas por andlise objetiva
(Kalnay, 2003). Na construcao da analise, podem ser
utilizadas técnicas de assimilagdo de dados com o
objetivo de combinar um campo a priori, em geral
oriundo de modelagem do escoamento, chamado
“background” em inglés. Atualmente, utilizam-se
como background ou informagdo a priori previsoes
numéricas. Estas previsdes apresentam incertezas
devido a insuficiéncia fisica representadas pelas
equacdes do modelo em relagdo a realidade do
escoamento atmosférico e pela aproximacao
numérica empregada na solugcdo das equagdes
diferenciais acopladas. As observacdes apresentam
erros de diferentes causas, dentre as quais, a limitagao
de precisdo dos instrumentos, de calibracdo, de
exposicao, falhas, etc.

Assimilagdo de Dados € um procedimento
no qual se combina previsio de curto prazo
com observagdes para a construcdo da analise,
considerando-se o conhecimento da estatistica
dos erros de previsdo e observacdo. Os estados
da arte em assimilagio de dados incluem os
métodos Variacionais tridimensionais (3D-Var) e
quadridimensionais (4D-Var) e aplicagdo de filtro de
Kalman (KF) com suas variantes (Kalnay, 2003).

Todavia, mesmo que os modelos fossem
perfeitos e as observacdes exatas, a natureza cadtica
do sistema impediria que a previsdo fosse exata
(100% de acertos). Além disso, a assimilacdo de
dados em modelos atmosféricos tem a dificuldade
associada ao numero de graus de liberdade dos
modelos de previsdo sinoptica (~107). Contudo,
simplificagdes nos métodos associados a alta
dimensao do sistema tornam-se menos importantes,
a medida que a capacidade computacional aumenta.

O modelo proposto por Lorenz (1963), devido
asuasimplicidade matematica e sua similaridade com
padrdes atmosféricos, tem sido amplamente aplicado
para estudos de técnicas de assimilagdo de dados.
Miller et al. (1994) aplicaram ao Modelo de Lorenz
o filtro de Kalman Estendido (EKF), versdo do KF
para problema nao-lineares. Os autores concluiram
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que a assimilagdo apresenta bons resultados para
frequéncias de observagdo relativamente altas,
considerando-se o EKF com primeiro e segundo
momento estatistico. Ao utilizarem terceiro e quarto
momento, formulacdo de Monte Carlo, a trajetoria €
muito bem corrigida pela inser¢ao do dado.

Huang & Yang (1996) avaliam o procedimento
de assimilagdo com as equagdes de Lorenz e o
método de assimila¢do 4D-Var. Os autores mostram
que quanto maior for o ruido na CI, maior deve ser
nimero de interacdes durante o minimizacdo do
gradiente da funcdo custo. Os autores concluem
também, que com observacdes de apenas uma das
trés variaveis do sistema e 40% de ruido na CI, a
trajetoria do modelo ndo é corrigida pela assimilacéo.

Mogensen & Huang (1998) exploram a
capacidade do método 3D-Var estimar pardmetros do
Modelo de Lorenz e apresentam resultados a cerca de
variagdes na janela de assimilagdo e ruido nos dados
observados. Os autores concluem que a estimativa
de pardmetros ¢ uma aplicagdo promissora para a
abordagem variacional.

Miyoshi (2005) investiga variagdes do filtro
de Kalman por Ensemble (EnKF), apresentando as
seguintes conclusdes baseadas no sistema de Lorenz:
(1) calculando a covariancia do erro de observagao de
maneira localizada (multiplicando a covariancia do
erro de observacao pelo inverso de uma Gaussiana)
¢ possivel assimilar maior numero de observagdes;
(2) A performance do filtro de Kalman Localizado
por Ensemble (LEKF) ¢ igual ou melhor do que a do
Ensemble do Filtro de Kalman por Raiz Quadrada
(EnSR) com parametros similares; (3) ponderar
a covariancia em funcdo do tempo e local é uma
proposta promissora em assimilacao de dados.

Hayden ef al. (2011) destacam a desejavel
caracteristica de rapida convergéncia do algoritmo
3D-Var em aplicagdes ao modelo de Lorenz tanto
para o caso discreto como para o caso continuo.

Law et al. (2013) estudaram o a performance
do 3D-Varno modelo de Lorenz (1963) e concluiram
que a metodologia de inflacdo de variancia (por
fator multiplicativo) tende a estabilizar o filtro,
condicionando a convergéncia do algoritmo de
minimizacdo ¢ melhorando a precisdo da corre¢ao
das trajetorias do escoamento.
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Hérter & Campos Velho (2008) emulam o
EKF através de Redes Neurais Artificiais, com o
objetivo de mostram que no caso sobredeterminado
(quando o numero de observagdes € maior do que
o numero de graus de liberdade do modelo), a
técnica de inteligéncia artificial ¢ uma alternativa
as demais técnicas.

O objetivo deste trabalho ¢ avaliar o método
3D-Var no contexto de assimilacdo de dados em
dindmica ndo-linear. Especificamente, estimar o
grau de sensibilidade do 3D-Var ao numero de
interacdes durante o processo de minimizagdo da
fungdo custo pelo método Gradiente Descendente,
ao nivel de ruido nas CI do modelo e a quantidade
de observagoes assimiladas.

2 Metodologia

A seguir, na secdo 2.1 apresentam-se as
equagdes diferencias ordinarias que constituem
0 Modelo de Lorenz. Na secdo 2.3, descreve-
se o 3D-Var implementado em linguagem de
programacdo Fortran 90.

2.1 Modelo de Lorenz

Saltzman (1962) interessado em movimentos
atmosféricos de origem convectiva, desenvolveu
um modelo simplificado (baseado nas equagdes do
movimento, continuidade, e termodinidmica) para
estudar o escoamento em uma camada de fluido
com profundidade constante. Quando a diferenca de
temperatura entre as superficies inferior e superior
do fluido for mantida constante, o sistema permanece
em equilibrio. Neste caso se diz que o sistema possui
solugdo estavel. No entanto, se o sistema em questao
for o sistema terra-atmosfera, pode-se descrever o
processo que ocorre dentro da camada de fluido em
um referencial ndo-rotante da seguinte maneira: da
radiagdo incidente sobre a terra, emitida pelo sol,
uma parte é absorvida e outra parte ¢ refletida para
a atmosfera. As camadas mais altas da atmosfera
vao resfriando por perda radiativa para o espaco,
de forma que na parte superior da atmosfera o ar
fica mais frio e mais pesado do que nas camadas
proximas a superficie, onde se concentra o ar mais
quente e mais leve. Este ar mais leve tende a subir,
enquanto o mais pesado tende a descer na atmosfera,
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caracterizando uma circulagdo direta da convecgao
atmosférica. Esse problema de transporte, com
camadas oscilantes de ar frio e quente, gera
movimentos convectivos em diferentes escalas e
modos caracteristicos do escoamento, podendo ser
desde a turbuléncia térmica cadtica até sistemas
altamente organizados multiescala, como furacdes.
Neste caso se diz que o sistema possui solucao
estavel periddica, semi-periodica ou definitivamente
aperiodica, (Lorenz, 1963).

Lorenz (1963), mais interessando na natureza
nao periodica das solugdes do modelo de Saltzman do
que nos modos oscilatérios do problema convectivo,
expandiu as variaveis de estado do modelo em série
de Fourier e, retendo apenas os termos de baixa
ordem, obteve o seguinte sistema acoplado de trés
equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem
nao-linear

X ox-1), Y orxvxz, %oxyopz,
dr dr dr

onde 7 = zH?( 1+ f?) kt é o tempo adimensional,
com H, f, k e t sendo respectivamente altura
(ou profundidade) da camada, niumero de onda,
condutividade térmica e tempo. ¢ = k''v € o niimero
de Prandtl, uma quantidade adimensional que
depende da natureza do fluido e, em menor extensao,
de sua temperatura; v ¢ a viscosidade cinematica do
fluido. O pardmetro » = R/R ¢ o niimero de Rayleigh
(representa a diferenga de temperatura entre as
superficies), com R = gal’6Tv'k’ , sendo R = m'f
“(1 +f7)°, onde g ¢ a aceleracdo da gravidade e R ¢
o numero de Rayleigh critico. O minimo valor de R
¢ 277'/4, ocorrendo quando 1= 0,5.

Nas equacdes do sistema de Lorenz, X ¢
proporcional aintensidade do movimento convectivo,
Y € proporcional a diferenca de temperatura entre
as correntes ascendentes e descendentes do fluido.
Sinais similares de X e Y significa que o fluido
quente esta em movimento ascendente e o fluido
frio em movimento descendente. A variavel Z ¢
proporcional a perturbac@o do perfil de temperatura
vertical, sendo que os valores positivos indicam
forte gradiente proximo a fronteira.
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2.2 Método Variacional Tridimensional

No método 3D-Var é definida uma fungao
custo, proporcional ao quadrado da distancia
entre a analise e o background e entre a analise e
as observagoes. O minimo desta funcdo (equagdo
abaixo) ¢ a analise.

J,W)= %{[yu ~HM'R [y, ~HW)+ W =W,) B (W = W,)}

onde W = W(X,YZ) ¢ a matriz de estados, W, € o
campo de background (integragdo curta do modelo
ou climatologia), y, € o vetor de observagdes, H € o
operador de observacao (projeta a matriz de estado
no espaco do vetor de observagdes), B € a matriz de
covariancia dos erros de estimativa e R ¢ a matriz de
covariancia dos erros de observacao.

A func¢do custo J, mede:

e distancia entre o campo W e as observacdes
(primeiro termo);

e distancia entre a verdade e o background;

O minimo de J ¢ obtido para W=W, ou
seja, a analise. A minimizacdo ¢é realizada através
de processos iterativos por algoritmos como
steepest descent (gradiente descendente), como:

W()f’Hl = W()f’i —a Ef(w()ﬁi)s

onde i ¢ o niimero de iteragdes e VJ é o gradiente
da fungdo custo em relagdo ao estado inicial w /.
Se a iteragdo converge, w,” aproxima-se do estado
inicial w/*, que satisfaz J = min(J).

3 Resultados

Com o propésito de avaliar o método
de assimilagdo proposto, foram conduzidos 4
experimentos. No primeiro experimento mostra-se
o comportamento do sistema ao se inserir 10% de
ruido nas condi¢des iniciais do modelo em estado
cadtico e nao-linear, Experimento 1 (EXP1). No
Experimento 2 (EXP2) avalia-se os resultados do
3D-Var ao se variar os ciclos de minimizagao da
funcdo custo. No Experimento 3 (EXP3) avalia-se
a sensibilidade do método de assimilagdo aplicado
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as equagdes de Lorenz com 20% e 40% de ruido na
CI e no Experimento 4 (EXP4) avalia-se a solugdo
do 3D-Var com apenas uma observacdo no passo
de tempo 180 na variaveis X, ¥ ¢ Z do sistema e
em apenas na componente Y do sistema. Em todos
os experimentos o modelo foi integrado com um
simples métodos de diferencgas finitas avangado no
tempo e passo de tempo adimensional de 0,01.

3.1 Experimento 1 — (EXP1)

No seminal trabalho de Lorenz (Lorenz,
1963), foi demonstrado que para =10 e b=8/3 o
nimero de Rayleigh critico € R =24,74. Isto significa
que para r > 24,74 o sistema de Lorenz ¢ cadtico
e para r < 24,74 o sistema ¢ nado-linear. No regime
cadtica a trajetoria do sistema ¢ altamente sensivel as
condigdes inicias. A Figura 1a ilustra a integracao da
componente X do modelo por 500 passos de tempo
(5 unidades de tempo adimensionais) em regime
nao-linear (¢ = 10, b = 8/3, r =10), com as seguintes
Cl: X=1,0; Y=3.0 e Z=5.0 (linha continua) e X
=1,1; Y=3.3 e Z= 5.5 (linha tracejada). O mesmo
¢ refeito para a integracdo do modelo em regime
caotico (6 =10, b =8/3, r=32).

O EXP1 mostra a sensibilidade de modelo em
regime cadtico a pequenas variagdes na CI, o que
ndo ocorre quando o regime € ndo linear. O mesmo
ocorre com as componentes Y e Z, ndo apresentadas
neste texto. Para » = 32, o sistema de Lorenz deve
ter o comportamento similar a atmosfera terrestre.
Portanto, este experimento mostra claramente
a necessidade de se escolher a CI mais precisa
possivel para a Previsdo Numérica de Tempo (PNT),
ou seja, este experimento ilustra a importancia da
assimilagdo de dados para a PNT.

3.2 Experimento 2 (EXP2)

Neste experimento avalia-se a resposta da
3D-Var ao se variar o nimero de intera¢des durante o
processo de minimizacao da fun¢do custo, doravante
denominado de Ciclos. O pardmetro a do método de
minimizagao ¢ 5x10*. Neste experimento assimila-
se 3 observagdes, geradas adicionando-se no maximo
10% de ruido aleatorio com distribui¢do gaussiana
ao controle. O controle consiste na integracdo do
modelo em regime cadtico sem ruido, conforme
descrito na se¢do 3.1. Confronta-se o controle
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> ] = 0 . .
] Figura 1 Sistema
3.0 + de Lorenz em (a)
] —~10 4 regime ndo-linear,
2.0 ] (b) regime cadtico.
] r Na integragao
o +—"—r——r———"—"r——"—r—F -20 +—————r+————r———r—+—r1———1 | representada pelas
A 0 100 200 300 400 500 B 0 100 200 300 400 500 llgha}s traceJa?%i/
adicionou-se (1]
Passos de Tempo Passos de Tempo de ruido nas CL.
com a integragdo do modelo em regime cadbtico, para 100 e 1.000 interagdes respectivamente e nas
com assimilagdo por 3D-Var durante a janela de Figuras 3 b e 3 d grafam-se os resultados com 40%
assimilagdo de 200 passos de tempo (equivalente a de ruido (X=1,40; Y=4,20 ¢ Z=7,0), para 100 e 1.000
2 unidades de tempo adimensionais para A¢ = 0,01) interagdes respectivamente.

e Cl com 10% de ruido (X=1,1; Y=33e¢ Z=5,5).
Avaliam-se os resultados para ciclos de 100, 200,
300, 500, 1000 e 3000 interagdes durante o processo
de convergéncia do gradiente descendente.

Devido a natureza caotica do sistema e ao
pouco numero de observagdes assimiladas, com 100
ciclos, a assimilacdo ndo faz com que a trajetoria
seja corrigida com 20% e nem com 40% de ruido

O EXP2, Figura 2, mostra que com 100, 200, nas CI. Com 1000 ciclos, e 20% de ruido o 3D-Var
300 e 500 interagdes no processo de minimizagao do consegue corrigir a trajetoria, mas com 40% de ruido
gradiente ha um desacoplamento entre a “trajetéria” 0 3D-Var falha.

(linha continua) e o 3D-Var (linha tracejada),
principalmente no final do periodo de integracao.
Este desacoplamento ¢ tipico do comportamento

cadtico do sistema. Entretanto, aumentando o Nas Figuras 4, 0 experimento acima é repetido

numero de ciclos para 1000 e 3000 iterages, para para ruido de 10% na CI e a assimilac@o ¢ realizada

o o utilizado, a assimilacdo das trés observacoes em apenas um passo de tempo (180°). Sendo que

(asterisco) pelo 3D-Var, faz com que a trajetdria com nas Figuras 3 a, 3c e 3 e grafam-se os resultados

a CI ruidosa convirja para a “trajetoria verdadeira”. para observagdes assimiladas nos vetores X, Y e Z;
enquanto nas Figuras 3 b, 3 d e 3 f grafam-se os

3.3 Experimento 3 (EXP3) restultz;los para observacdes assimiladas apenas no
vetor Y.

3.4 Experimento 4 (EXP4)

No EXP3 procura-se descobrir o nivel de
ruido nas CI com o qual o 3D-Var consegue manter-
se efetivo como um bom processo de assimilag@o.
Para tal, faz integragdes similares as feitas no EXP2,
com a diferenca de que adiciona-se 20% e 40% de
ruido nas CI e explora-se apenas ciclos de 100, 1000
interacdes na minimizagao do gradiente da funcao J.

A assimilagdo 3D-Var em apenas um ponto
da janela de assimilagdo falha ao tentar aproximar
a trajetoria ruidosa do controle, para 100 e 1.000
ciclos de minimizagdo do Gradiente Descendente.
Este resultado ¢ similar ao se comparar a assimilagao
realizada nas trés variaveis do modelo com a
assimilacdo realizada apenas na variavel Y. Este

Na Figuras 3 a e 3 ¢ grafam-se os resultados experimento ilustra o comportamento da assimilagao
com 20% de ruido (X=1,20; Y=3,60 e Z=6,0), quando poucos dados sdo assimilados.
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, testou-se o método 3D-Var
aplicado a assimilac@o de dados sintéticos no modelo
de Lorenz, em regime cadtico. Este modelo, apesar
de matematicamente simples, possui similaridade
com padrdes atmosféricos. Através dos experimentos
realizados, sobre a
aplicabilidade do método variacional ao problema
proposto, bem com suas limita¢des, o que € dificil
num modelo completo de equagdes primitivas.

adquire-se  conhecimento
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gradiente descendente.

Mostrou-se ensaios experimentais em que
a adi¢do de 10% de ruido nas CI do modelo, para
0=32 (mumero de Rayleigh associado a regime
cadtico), leva a perda de previsibilidade apos certo
periodo de integragdo, o que nao ocorre para outros
regimes de escoamento periodicos e semiperiodicos,
de caracteristica linear. Desta forma, evidencia-se
numericamente a importancia da Assimilagdo de
Dados para a previsao de tempo.

Foi mostrado também, que o método 3D-Var
¢ bastante dependente do numero de ciclos do
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processo de minimizagdo da fun¢fo custo. Em
poucas interagdes, no caso mostrado 100, nao foi
o suficiente para que a trajetoria ruidosa em regime
cadtico fosse corrigida pelo processo de assimilagao.
Todavia, com 1.000 interagdes a técnica foi eficiente.
O mesmo nao acontece para CI muito ruidosa, no
caso avaliado 40% de ruido.

Por fim, avaliou-se a capacidade do 3D-Var
em situagdes com escassez de dados observacionais.
Simulou-se a situagdo na qual ha dado para
assimilacdo em apenas um instante da janela de
assimilacao. Neste caso, tanto com assimila¢do das
trés variaveis prognoésticas como com a assimilacdo
de apenas a variavel Y, o 3D-Var falha na corregao
da trajetdria, frente a expectativa.
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