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1. INTRODUCAO

Em um interessante artigo, Pereira (2013) procura construir uma espécie de didlogo
imaginario entre Waismann e Wittgenstein sobre questoes que circundam o famigerado programa
de Hilbert de fundamentacao da aritmética. O objetivo deste exercicio de literatura fantdstica
foi, segundo as palavras do autor, “tentar mostrar que algumas observagdes de Wittgenstein
ndo podem ser aceitas sem uma elaboragdo maior”. Em certos momentos, afirma Pereira, “¢é
quase irresistivel ndo atribuir a Wittgenstein um certo desconhecimento técnico”. O artigo
nao pretende, na verdade, criticar a posi¢cao de Wittgenstein em relacao a estas questoes, mas
apenas,“através da voz de um Waismann ficticio, pedir algumas explicagdes e esclarecimentos”
(PEREIRA, 2013, p. 288).

Procuro fornecer, neste artigo, algumas respostas as questoes colocadas por Pereira. Estas
respostas vao se basear — e esse € um ponto que julgo ser de grande interesse para uma avaliagao
da posicao de Wittgenstein — em uma #inica ideia fundamental, a saber, a de que ndo hd atalhos pela
légica. Isto é, vou partir de um “Grundgedanke” para reconstituir, sobre este alicerce, as respostas
de Wittgenstein as questdes de Waismann, bem como fornecer algumas respostas possiveis ao
Waismann ficticio de Pereira. Nao serd fornecida, a bem da verdade, uma lista de perguntas e
respostas, mas estas surgirdo no decorrer do desenvolvimento da ideia fundamental. O artigo
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em torno desta ideia. Serd possivel ver, a partir disso, em que medida estas respostas sao capazes
de jogar uma luz nos comentarios de Wittgenstein (a época das discussdes com Waismann e com
o circulo deViena) sobre o problema da consisténcia da aritmética.

Antes de iniciar a tarefa, contudo, é preciso ser dito que as observagdes de Wittgenstein
sobre o tema da consisténcia de sistemas formais nao sao la muito populares, e ja engendraram
diversas criticas as suas ideias, sobretudo quando se considera os didlogos com Turing durante
o curso de 1939 (WITTGENSTEIN, 1976) e os comentérios sobre os resultados de Godel no
Apéndice III a parte I das Observagdes sobre os fundamentos da matemdtica (WITTGENSTEIN,
1978). A titulo de exemplo, Marcos alega que o ponto de vista de Wittgenstein culmina“num
grande engano na interpretacao (...) das demonstra¢oes de consisténcia relativa, e na completa
incapacidade de entender o funcionamento do Segundo Teorema de Godel”, sem mencionar
o “completo mal-entendido em relagdo ao significado do Primeiro Teorema de Godel”
(MARCOS, 2010, p. 137). Esse diagnostico esta longe de ser o do artigo de Pereira que pede,
antes de mais nada, uma elucidagao das ressalvas de Wittgenstein quanto ao significado de
teoremas metaldgicos. Um trabalho, portanto, que elaborasse e explicitasse as observagoes de
Wittgenstein seria de interesse tanto para se ter uma nocao precisa de sua posi¢ao quanto para
se julgar o mérito das criticas a ela.

Pereira divide os questionamentos de Waismann em sete, e menciona que seu artigo trata
apenas da primeira, ainda que toque de maneira breve em outras das questoes. A primeira
questdo ¢ a seguinte:

Por que serfamos impedidos de fazer perguntas sobre um sistema de axiomas ou sobre
um calculo? Por que ndo faria sentido fazer perguntas sobre um sistema de axiomas?
E os resultados de independéncia? E os resultados de completude/incompletude, e de
decidibilidade/indecidibilidade? Afinal de contas, perguntas e consideragdes sobre um
sistema de axiomas parecem fazer sentido, parecem ser significativas e mesmo importantes.
Resultados e consideracdes sobre a derivabilidade e a ndo derivabilidade em um sistema
de axiomas parecem conter informag¢des muito relevantes e importantes sobre o alcance
do préprio sistema, e um resultado sobre a consisténcia é um resultado sobre a nao
derivabilidade. Nao sao esses insights/descobertas relevantes para o proprio uso do sistema
e do calculo? (PEREIRA, 2013, p. 280)
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em conta o significado preciso dado pelo autor a termos como“sentido”,”sistema”e”pergunta”.
Consideremos, por exemplo, a nogao de”pergunta”. Nao é muito dificil retirar, destas conversas
com Waismann e o circulo de Viena, que Wittgenstein considerava uma pergunta (na légica, na
matemadtica) bem definida apenas quando ha um método para respondé-la. E ha um método
para responder uma pergunta apenas quando esta se encontra em um sistema. Portanto, s6
se pode falar sobre um sistema se este sistema estd incluso em um sistema maior, se ele é um
sub-sistema desse sistema. A resposta seria, é claro, decepcionante para o interlocutor. Seria
como se alguém perguntasse: “Por que nao posso alimentar um tigre com leite”? e obtivesse,
como resposta: “Porque a palavra ‘tigre’, na minha lingua, quer dizer ‘girafa’, e girafas nao se
alimentam de leite”. Seria possivel pensar, entdao, que as consideragdes de Wittgenstein nao
passam da mudanga de um jargao para outro e que, se traduzidas para o vocabuldrio tradicional,
nada sobraria de relevante.

E preciso mostrar, creio, que Wittgenstein tem algo importante a dizer mesmo se elimi-
narmos as diferencas vernaculares. Ainda assim, nao se pode perder de vista que a adog¢ao de um
vocabulario peculiar ndo é apenas uma questao de preciosismo ou excentricidade. Wittgenstein
acreditava que certas questdes filosoficas s6 poderiam aparecer em uma linguagem pouco
rigorosa, em uma linguagem dotada de equivocidade e vagueza. Quando Pereira pergunta no
artigo supracitado:“Qual é a fronteira real entre calculo e prosa?” (ibid, p. 282), a resposta a ser
dada é que a prosa é o dominio da ambiguidade, ao passo que o cilculo é o dominio da univocidade. E,
para Wittgenstein, uma das questdes que apenas surge em uma linguagem ambigua ¢ a questao
—dotada da dramaticidade costumeira aos problemas filosoficos — da consisténcia da aritmética.

Vale notar, de passagem, que Wittgenstein nao esta sozinho quando atribui um significado
estrito a nogao de sentido de uma proposigao ou questao matematica. Também Gentzen, em seu
artigo cuja pretensdo é demonstrar a consisténcia da aritmética (GENTZEN, 1969, pp. 132-
213), vai dizer que certos conceitos adquirem sentido apenas quando sao predicados de um
objeto para o qual sua validade é simultaneamente provada (ibid, p. 195).! Em outras palavras,

1 O conceito referido por Gentzen é o de”acessibilidade”, usado no teorema da indugdo transfinita. 145
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sentido uma vez que sua prova é dada. Isto ocorre quando nao hd um procedimento efetivo
para decidir se o conceito vale para um certo objeto, ainda que seja possivel definir o conceito
de tal forma que ele construa um a um os objetos que sob ele caem. Um exemplo é o conceito
de “demonstrabilidade” e seu uso na questao “a féormula ‘pA-p' € demonstravel neste sistema
formal?”. Reconhece-se, portanto, ao fim do artigo de Gentzen, que a questao que ele procura
responder com a sua prova s6 possui sentido apds a sua resposta ter sido fornecida. Mais uma
vez, pode-se ter a impressao de que esta € uma forma bizarra de se apresentar os conceitos
logicos de decidibilidade e semidecidibilidade. O que é preciso mostrar, entdo, é que, para
além dessa diferenca de jargao, ha algo interessante a ser dito do ponto de vista da filosofia de
Wittgenstein, tarefa que inicio pela apresentagao daquilo que chamei de sua ideia fundamental.

2. O caso pA soMmA DE GAUSS

Reza a lenda que Gauss, aos nove anos de idade, surpreendeu seu professor pela rapidez
com que fizera a tarefa por ele demandada a seus alunos. A tarefa era clara: computar a soma
dos 100 primeiros nimeros naturais. Enquanto o restante da classe estava ainda na primeira
dezena de somas, Gauss levantou-se, dirigiu-se até a mesa do mestre, e disse:“Ligget se!” (“Eis
a resposta!”), na mesma hora em que entregava-lhe um pedago de papel com o numeral 5050.
A impressao que se tem dessa histéria é que Gauss teria feito a tarefa solicitada, mas feito de
uma maneira “mais astuta” que a maneira tradicional. Com efeito, Gauss teria supostamente
escrito, um sob o outro, o primeiro e o tltimo nimero a serem somados, em seguida o segundo
e o penultimo ntimero, e assim por diante:

1 2 3 50
100 99 98 51

e notado que, em cada coluna, a soma era 101. Havendo 50 colunas com a mesma soma,
bastava multiplicar a soma de cada coluna pelo nimero de colunas para se obter o resultado
desejado. Evidentemente, o“truque”de Gauss em nada dependia de a soma a ser executada ser
a dos cem primeiros nimeros, e a generalizacao dessa ideia resulta na seguinte férmula:
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1+..+n = (n+1)£2

Facamos agora a seguinte indagacao: Gauss realmente resolveu a tarefa posta pelo seu
professor, se a tarefa consistia em somar, um a um, os cem primeiros nimeros naturais? Pois
uma coisa € clara: havia uma certa técnica de soma dos cem primeiros naturais, e Gauss nao
a aplicou. Como ¢ possivel que Gauss, tendo aplicado outra técnica, tenha chegado ao mesmo
resultado? E neste ponto gostariamos de introduzir a ideia fundamental de Wittgenstein: a de
que, na légica e na matemadtica, processo e resultado sio equivalentes ou, em outras palavras, a de que
ndo ha atalhos pela logica. Segundo este principio, nao se pode dizer que Gauss descobriu uma
nova técnica que fornece o mesmo resultado que a antiga, pois o resultado é parte nio segmentdvel
da técnica. Para marcar essa diferenga entre técnicas e agrega-las ao resultado, passaremos a
usar um indice anexado ao sinal“=", de acordo com a técnica aplicada (T: tradicional; G: Gauss).
Obtemos, entdo, o seguinte par de equagoes:

1+...+100 =r 5050 e 1+...+100 =G 5050

Notemos agora que, ainda que alguém tenha se equivocado ao aplicar a técnica tradicional
e tenha chegado ao resultado 1+...+100 =, 5048 e dai deduzido que 1+...+100 #5050, este
resultado ndo seria conflitante com 1+...+100 =G 5050, isto é, o produto logico destas duas
equagoes nao resultaria numa contradigao. Notemos também que, se a questao colocada pelo
professor de Gauss fosse escrita como 1+...+100 =, ? entdo Gauss nao respondeu a questao
que seu professor colocou, ao passo que se ela fosse escrita como 1+...+100 =, ?, ela seria uma
questao ambigua.

“Ora, se essa € a grande ideia de Wittgenstein, entdo ela é bastante tola e de facil refu-
tagdo”. Vejamos, agora, o que se poderia objetar a essa ideia. Talvez se possa argumentar que o
resultado de uma soma é simplesmente um ndmero, um objeto ou uma estrutura que possui
critérios de identificacdo independentemente dos diversos processos que podem engendra-lo
como resultado. Ainda que adotemos o ponto de vista de que é um certo processo que engendra
um determinado nimero (digamos, a soma de unidades), € este processo candnico o seu critério de
identidade. Isto ndo significa que ele sempre seja engendrado por meio desse processo canonico,
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(e.g. a possibilidade de se escrever 10" como (1 + (... (1 + (0 + 1))))).? Identificar processo e
resultado, portanto, seria 0 mesmo que confundir defini¢ao e teorema. Além disso, que a técnica
de Gauss obtenha o mesmo resultado que a técnica tradicional para fodos os nimeros nao é
uma mera coincidéncia, mas ¢ algo passivel de prova, a saber, uma prova indutiva. Prova-se,
primeiramente, que as técnicas concordam para n = 1:

1+D1 =1
2

supOe-se, posteriormente, que a concordancia vale para um # arbitrario:

(n+1)%: 1+...4n

e finalmente demonstra-se que o mesmo vale para o seu sucessor:
(n+1)+1) (n+1) = (n+2)(n+1) = (n+1)(m+2) = [(m+) n J+[(n+1) 2] = 1+...+n+n+1 =
2 2 2 2 2

=1+...+n+1.

Isso mostra, diriam, que tanto faz qual técnica aplicar, pois o resultado sera sempre o
mesmo; € claro que a técnica de Gauss é preferida pois, enquanto a técnica tradicional necessita
realizar n somas, a de Gauss requer apenas uma soma, uma multiplicagao e uma divisao.?

Devemos discutir, portanto, duas coisas: a primeira é a ideia de que um ndmero possui um
critério de identificagdo independentemente do modo pelo qual ele é engendrado. A segunda
¢ a ideia de que a prova indutiva demonstra a identidade entre o resultado da aplicacao de
duas técnicas. E ao exame dessas duas ideias que nos dedicaremos doravante. Todavia, ao invés
de irmos direto a elas, ser-nos-a ttil fazer um desvio e apresentar alguns pontos do texto que
serve de pano de fundo para as discussoes entre Waismann e Wittgenstein sobre o tema da
consisténcia: a critica de Frege a seus colegas formalistas.

2 Cf. Martin-Lof (1984, p. 7).

3 Este raciocinio depende, naturalmente, de como a multiplica¢do e a divisdo sdo efetivamente computadas.
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3. A CrRITICA DE FREGE AS TEORIAS FORMAIS DE THOMAE E HEINE

A terceira parte do segundo volume dos Grundgesetze der Arithmetik de Frege é destinada
a construcao dos nuimeros reais por meio do aparato logico desenvolvido na primeira parte
do livro. Ela é dividida em duas grandes Segdes: i) §§55-164: critica das teorias de diversos
autores; ii)165ff construgdo de sua teoria das grandezas. Frege dedica os paragrafos 89-136, que
correspondem a subsecdo (c) da primeira Sec¢do, a uma extensa analise das apresentagdes da
aritmética de Thomae e Heine, apresentagdes que identificam a aritmética a um jogo com signos.

Deste texto, que é parcialmente lido e discutido nas conversas de Wittgenstein com o
circulo de Viena,* eu gostaria de pingar cinco pontos que serao relevantes para uma correta
apreciagao destas conversas. Eles sdo:

i. Para Frege, ndo hd distingdo fundamental entre as posicoes de Thomae e Heine. Frege
reconhece haver uma diferenca apenas no modo de apresentagao das teorias de Thomae e
Heine. O ultimo afirmava que os nimeros eram os proprios signos tangiveis com os quais a
aritmética trabalha, ao passo que o primeiro considerava os signos como meros“sinais externos”
para o comportamento das “pecas”, comportamento regido, assim como no jogo de xadrez,
por regras arbitrariamente estipuladas. Frege, porém, insiste em uma imprecisao no modo de
expressao de Thomae, a fim de justificar o enquadramento de ambas as teorias em um mesmo
slogan: a aritmética formal trata de signos. Frege contrapunha esta teoria formal a uma teoria
conteudistica (inhaltliche) da aritmética, segundo a qual os objetos da aritmética nao sao os
signos, mas o que sao por eles designados.

ii. Em uma teoria conteudistica, as regras ndo podem ser arbitrdrias, pois elas se seguem do
significado dos sinais. Na segao §89, Frege apresenta duas motivagdes para se aderir a uma teoria
formalista. A primeira é que nao hd mais a questao metafisica da existéncia dos nameros, ja que,
sendo sinais tangiveis, eles obviamente existem. A segunda é que nao é mais preciso fornecer
uma justificacdo para as regras do jogo: elas sao arbitrarias. O contrario se passa em uma teoria
conteudistica, ja que neste caso”as regras nao poderiam ser tomadas arbitrariamente” (§91), mas
“se seguiriam necessariamente do significado dos signos” (§158). Se o significado é considerado,
assevera Frege,“as regras encontrariam nisto o seu fundamento” (§91).

4 Cf., em particular, Wittgenstein (1984, pp. 130-6; 150-2).
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ili. Deve-se distinguir cuidadosamente entre jogo e teoria do jogo. Frege argumenta que,
ainda que as regras de um jogo sejam arbitrarias, nao € arbitrario o que se segue de um conjunto
de regras arbitrariamente estipuladas. E assim possivel que haja uma teoria do jogo, teoria
cujas regras ja nao sao mais arbitrarias, mas sao as regras da logica, regras de inferéncia. Frege
também sublinha que causa confusao, na apresentacao de Thomae e Heine, o duplo papel que
as equagoes desempenham: enquanto configuragdes do jogo e enquanto regras do jogo. Uma
equacao como”2 + 1 =1 + 2”¢ vista tanto como uma configuragao do jogo quanto como uma
regra que permite uma substituigao. Segundo Frege, deve-se distinguir claramente ambos os
papéis, e até mesmo usar diferentes sinais para a expressao de configuragdes e regras. Uma vez
feita esta distingdo, nenhuma configuragao de pegas em um jogo expressa uma regra do jogo; ao
invés disso, estas pegas sao movidas de acordo com as regras.

iv. Configuragdes de um jogo nio expressam, em sentido estrito, contradigdes. Na aritmética
formal pode haver, é verdade, contradi¢oes (Widerspruch), ou melhor, conflitos (Widerstreit)
entre as regras do jogo, mas por que deveriamos chamar uma configuragio como“3 = 4” de
uma contradi¢ao? (§117) Por que a configuracao”3 = 4”seria conflitante com a configuracao”3
# 4”7 Isso ocorre apenas se confundirmos configuragdes e regras e se lermos, na equagao,
uma permissdo de substitui¢do e na inequagdo, uma proibigdo desta mesma substituigdo.
No curso de sua critica a posigdo formalista, Frege faz notar que, uma vez desfeita essa
confusdo, percebe-se que nenhuma configura¢do pode ser chamada, em sentido estrito, de
contradi¢do, do mesmo modo que seria arbitrario chamar de contradigdo uma configuragao
qualquer do jogo de xadrez.

v. Aapresentagio de Heine envolve essencialmente ambiguidade. Para Frege, uma apresentagao
como a de Heine s6 é possivel na base de uma ambiguidade entre no¢des-chave como a de
“signo”e“referéncia” (§98). Quando este é o caso, o método para criticar tal teoria deve consistir
meramente na sua elucidagao, deve consistir em levar a sério a teoria. Nenhuma critica externa
a ela parece ser possivel, ja que toda critica poderia ser em principio evitada apelando-se para
estas nogdes obscuras, nogdes que, precisamente por serem ambiguas, fornecem uma margem
de manobra para evasao a critica.

A partir destes cinco pontos, € possivel ver, de maneira mais sistematica, a recepgao da
obra de Frege por parte de Wittgenstein em suas conversas com Waismann. Com isso, também



ANDERSON NAKANO

chegaremos mais perto de fornecer um diagnostico da posicao de Wittgenstein, a época dessas
conversas, sobre o problema da consisténcia da aritmética, antes de voltarmo-nos para as duas
questdes colocadas na segunda Segao deste artigo.

4. WITTGENSTEIN E FREGE

Comecgo pelo quinto ponto. Ja havia mencionado anteriormente que, para Wittgenstein,
certas questoes filosoficas s6 poderiam aparecer em uma linguagem dotada de equivocidade e
vagueza. Esta é uma heranga de Frege em seu pensamento. E essa heranga se faz presente na
distingdo entre cdlculo e prosa. A prosa é o lugar do discurso em que as mesmas palavras sao
utilizadas com sentidos distintos. A prosa é, portanto, sofistica. Uma critica a prosa matematica
sO pode consistir, por conseguinte, em uma analise de seu significado exato. A pergunta pela
consisténcia da aritmética, para Wittgenstein, pertencia nao ao dominio do cilculo (como pensava
Hilbert e seus seguidores), mas ao dominio da prosa. Uma vez feita a distin¢do entre calculo e
prosa, acreditava Wittgenstein, “todas essas questoes sobre a consisténcia, independéncia, etc.
desapareceriam” (WITTGENSTEIN, 1984, p. 149).

Por outro lado, Wittgenstein vai acusar Frege de nao ter sido suficientemente preciso em
sua caracterizagao da aritmética formal, e a prépria critica de Frege é reprochavel nesse sentido.
E, aqui, entro no primeiro ponto destacado na Secao anterior. Para Wittgenstein, nao ha uma
dicotomia entre aritmética conteudistica e aritmética formal, tal como caracterizada por Frege. Ha
um terceiro que foi injustamente excluido. Waismann explicita esta posi¢ao do seguinte modo:

Para Frege, as alternativas eram: ou um sinal possui um significado, i.e., ele substitui um
objeto — o sinal 16gico o objeto 16gico, o sinal aritmético o objeto aritmético — ou ele ¢ apenas
uma figura pintada com tinta sobre o papel.

Mas isto nao esta correto. Ha, como o jogo de xadrez ja indica, uma terceira opgao. O peao
no jogo de xadrez nem possui um significado, no sentido em que ele substitui algo, em que
ele é sinal para algo, nem é meramente uma figura esculpida na madeira que é empurrada
em um tabuleiro de madeira. Determina-se o que um pedo é apenas pelas regras do jogo
de xadrez.
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Este exemplo mostra que nao deverfamos dizer: um sinal ou é um sinal para algo, ou é
apenas uma estrutura perceptivel aos sentidos. Algo no formalismo esta correto, e Frege
ndo viu este nicleo correto.

O “significado” do pedo é, como se queira, a totalidade das regras que para ele valem.
E assim pode-se também dizer: o significado de um numeral é a totalidade das regras que
valem para ele. (ibid, p. 150, tradugao nossa)

Dito de outro modo, para Frege a aritmética era ou teoria de objetos abstratos, denotados
por signos numéricos, ou teoria dos proprios signos numéricos. Frege parece excluir a
possibilidade de que a aritmética ndo seja uma teoria, mas uma atividade regrada, uma atividade
composta de miiltiplas técnicas.

Em relagao ao quarto ponto, Wittgenstein concorda com Frege em que a comparagao da
aritmética com um jogo torna claro o fato de que uma férmula como“0+0” é tdo pouco uma
contradi¢do quanto uma configuragao qualquer de pegas do jogo de xadrez o €°. A acusacao de
que a presenga de tal”contradi¢do”torna o jogo trivial (capaz de demonstrar qualquer férmula)
e, portanto, “desinteressante”, sera analisada posteriormente. Aqui, o que importa guardar é
que apenas no ambito das regras € possivel haver, em sentido estrito, contradi¢des. A contradi¢ao
ocorre quando hd tanto uma regra que permite determinado movimento quanto uma regra
que proibe o mesmo movimento. O que ocorre, neste caso, é que nao se sabe o que fazer: a
acao, no interior do jogo, torna-se incerta. Seria esse movimento permitido ou proibido? Na
auséncia de uma decisdo sobre essa incerteza, o jogo ndo pode prosseguir. Neste registro, uma
contradigdo escondida nao é de modo algum danosa. O raciocinio é o seguinte: se o resultado
liquido de um conflito entre as regras é o impedimento de se prosseguir no jogo, na medida
em que se prossegue no jogo nao ha nenhum conflito entre as regras. Se uma contradigao nas
regras é posteriormente“trazida a tona”, o que ocorreu anteriormente pode ser visto como uma
decisdo tdcita de se priorizar uma regra em detrimento de outra. E o que ocorre se, a partir deste
instante, decide-se priorizar a regra oposta? Ocorre simplesmente que, anteriormente a esta
decisao, um outro jogo estava sendo jogado, um jogo com regras distintas.

5 Claro que, ao dizer isso, Frege procurava atacar o formalismo de Thomae e Heine, ao passo que Wittgenstein
utiliza este raciocinio de Frege para denunciar a aplicagdo da palavra”contradi¢do”a configura¢des de um jogo.
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A objecao imediata a este raciocinio — e que constitui o segundo dos cinco pontos acima
mencionados — é que nem todo jogo com numerais seria chamado de aritmética. As decisoes a
serem tomadas quando ocorre um conflito entre regras devem ser justificadas pela estrutura da
série numérica, e o que ocorre quando as regras sao conflitantes é que uma delas é incorreta nesta
estrutura. Uma regra que permitisse a derivagao da equagao”2 + 2 = 5”seria uma destas regras.
A aritmética ndo é um mero jogo com signos, ja que uma decisdo a respeito das regras pode ser
tomada com base nessa estrutura subjacente. Ainda que se considere, equivocadamente, que a
aritmética € um jogo, haveria sobre esse jogo uma teoria do jogo (terceiro ponto acima), na medida
em que todo jogo define uma estrutura (possibilidades e impossibilidades de configura¢oes de
suas pecas), e as regras de tal teoria do jogo deveriam espelhar essa estrutura. Se a minha teoria
permite, p. ex., a derivagao da sentenc¢a“Um bispo que repousa sobre uma casa branca pode
alcangar uma casa preta”, entao essa teoria nao é sobre o jogo de xadrez.

A forca de tal objegao consiste no fato de ela poder se embasar naquilo que o proprio
Wittgenstein diz acerca da logica no Tractatus Logico-Philosophicus, a saber, que ela é uma
imagem especular do mundo (WITTGENSTEIN, 1993, p. 261, aforismo 6.13). O célculo 16gico
ndo pode ser inteiramente arbitrdrio, mas deve espelhar as propriedades logicas (internas)
das proposigdes com as quais ele opera. Um jogo, portanto, que permitisse “derivar”, a partir
de tautologias, uma férmula da forma “‘pA—p' ndo seria visto como um célculo I6gico, e tal
derivagao nao seria tomada por uma demonstragao na l6gica. De maneira similar, um jogo que
permitisse derivar a equacao”20 + 30 = 53”nao poderia ser considerado um calculo aritmético.
A Secao seguinte busca analisar essa aparente contradi¢ao interna da posigao de Wittgenstein
ou, a0 menos, essa tensao entre o Tractatus e as observagoes do periodo intermedidrio de seu
pensamento sobre a matematica.

5. A RADICALIZA(;AO DA IDEIA FUNDAMENTAL

Uma andlise das observagoes de Wittgenstein sobre a matemética em seu periodo
intermediario parece poder se beneficiar daquilo que é uma questao de estilo de seu pensamento,
a saber, o fato de muito do que o autor do Tractatus escreve posteriormente poder ser lido como
uma critica ou como uma discussao aprofundada do “contetido” dos aforismos do Tractatus.
A critica a preocupagao com contradi¢oes escondidas na matematica, por exemplo, parece ser
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de ser revelada pela anélise l6gica. Tomemos, por exemplo, a proposi¢ao “Isto é vermelho e
isto é verde”. Ora, se isto ¢ uma contradicdo, diria o autor do Tractatus, entao a andlise 16gica
revelaria tal contradigdo por meio do fato de que ao menos um dos dois componentes da
conjungao acima conteria, em seu sentido, a nega¢ao do outro componente. Ao se escrever,
portanto, ambas as proposi¢oes na notacgao das tabelas de verdade, ver-se-ia que todas as linhas
da tabela que verificam um dos componentes também falsificam o outro componente. A regra
de inferéncia que nos permite passar de “Isto é vermelho” para“Isto nao é verde” poderia ser
extraida de uma nota¢ao candnica para ambas as proposigoes, a saber, da notagao por meio de
tabelas de verdade.

No inicio dos anos 30, Wittgenstein vai abandonar o postulado de uma notagio Iégica
privilegiada, notacao da qual as regras de inferéncia pudessem ser decalcadas. No contexto
dessa critica, ele vai dizer que as proposigoes”Isto é vermelho”e”Isto é verde”nao se contradizem
enquanto ndo houver uma regra explicita que proibe considerar ambas as proposi¢des como
verdadeiras.” No Tractatus, tudo se passa como se as regras de inferéncia—no caso de proposigoes
— e sintaticas — no caso dos termos — pudessem ser extraidas de uma notagao perfeita, como
se essa notagdo contivesse a gramatica de modo latente. Ja em seu periodo intermediario,
Wittgenstein vai defender a ideia de que a gramatica € transparente e que nao ha nada oculto
para ser trazido a luz no que tange as regras gramaticais.

E importante precisar, neste ponto, que a tese fregiana segundo a qual regras se seguem do
significado das palavras e sentengas da linguagem nao se aplica imediatamente ao Tractatus. Isso
porque essa ideia era justamente denunciada como sendo o erro da teoria dos tipos de Russell:

Na sintaxe 16gica, o significado de um sinal nunca pode desempenhar papel algum: ela deve
poder estabelecer-se sem que se fale do significado de qualquer sinal, ela pode pressupor
apenas a descrigdo das expressoes.

Partindo dessa observagdo, inspecionamos a“Theory of Types” de Russell: o erro de Russell

E claro que a existéncia de uma infinidade de proposi¢des elementares torna esse raciocinio bastante
problemdtico, mas este é um outro problema.

7 Cf. Wittgenstein (1984, p. 127 e p. 149).
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revela-se no fato de ter precisado falar do significado dos sinais ao estabelecer as regras
notacionais. (WITTGENSTEIN, 1993, p. 159, aforismos 3.33-3.331)

Entretanto, havia no Tractatus um compromisso com a existéncia (ou, ao menos, a
possibilidade) de uma notagdo que obedecesse a gramatica I6gica,® uma notagdo que, apesar
de possuir a mesma “multiplicidade” da linguagem ordindria (que é, a propodsito, inteiramente
legitima), fosse capaz de exibir, em sua superficie, a forma l6gica daquilo que ela representa. Uma
notagao, portanto, em que a distancia entre sinal e simbolo fosse a menor possivel. E verdade
que, para o Tractatus, a linguagem ordindria em nada deve, em termos expressivos, a essa
linguagem“logicamente analisada”, mas, para isso, a gramatica da linguagem ordinaria deve ser
imensamente mais complicada e robusta, e os seus sinais devem possuir um corpo de significagao
muito mais complexo e mediato. Se a linguagem corrente é, como afirma o aforismo 4.002,“um
traje que disfarga o pensamento”, a linguagem completamente analisada exibiria o pensamento
nu e cru, pensamento que estaria oculto, na linguagem corrente, sob o traje de certas formas de
expressao. Diversas linguagens, com gramaticas distintas, se equivaleriam na medida em que
pudessem ser traduzidas para essa linguagem padrao, para essa linguagem canonica.

Vejamos como ¢ dificil juntar esse raciocinio com as ideias de Wittgenstein sobre a
matemadtica ja em terreno tractariano. Aquilo que chamamos de seu Grundgedanke ja havia sido
expresso no aforismo 6.1261 do Tractatus: “Na 16gica, processo e resultado sao equivalentes.
(Por isso, nenhuma surpresa.)”. Entretanto, no contexto do Tractatus, esse principio nao pode
receber a radicalidade que ele receberd em escritos posteriores. Consideremos, por exemplo, a
demonstragao da proposicao 2 x 2 = 4, fornecida no aforismo 6.241. Ela vai mostrar que aplicar
reiteradamente duas vezes o quadrado de uma operagao (i.e., a composi¢ao de uma operagao
com ela prépria) sobre uma base fornece o mesmo resultado que aplicar reiteradamente
quatro vezes essa operagao sobre essa base. O critério de identidade do resultado, assim, nao
¢ de modo algum fornecido pelo processo por meio do qual ele é engendrado. Alids, o mesmo
resultado também é obtido ao se aplicar reiteradamente essa operagao duas vezes sobre uma
base e, posteriormente, mais duas vezes, o que se mostra pela correcao da equagao 2 + 2 = 4.
Isso porque, dada uma operagao Q2 e uma proposicao p qualquer, o simbolo Q*p simboliza de

8 Cf. ibid, p. 159, aforismo 3.325.
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produzirem um mesmo resultado era inclusive tomado por Wittgenstein como evidéncia para a
inexisténcia de objetos l6gicos (de constantes légicas):

Z 4 i

Aqui se evidencia que ndo ha“objetos 16gicos”,“constantes 16gicas” (no sentido de Frege e
Russell).

Pois: sdo idénticos os resultados de operagdes de verdade com fungdes de verdade que
sejam todos uma tnica e mesma funcdo de verdade de proposigdes elementares. (ibid, p.

217, aforismos 5.4-5.41)

O entendimento radical da ideia fundamental requer, pelo contrario, que se considere
como distintos resultados provenientes de processos distintos, bem como que se considere dis-
tintas proposi¢des que foram provadas de maneiras distintas. Requer, portanto, uma radicalizagdo
da distingdo tractariana entre sinal e simbolo.

E o que significa, entdo, a ideia fundamental no Tractatus, ja que 14 ela nao recebe a
forga que receberd futuramente? Significa, tdo somente, que o resultado ¢é critério para o erro
na execugao de um processo: se eu computei 21x35 pelo método tradicional e o resultado deu
730, entdo a conta esta errada. Dito de outro modo, o resultado nao ¢é algo de novo que surge
com o processo, mas € por ele completamente determinado. No Tractatus, no entanto, esse
modo de compreender a equivaléncia entre processo e resultado em nada impedia o uso de um
processo para o reconhecimento de uma caracteristica do resultado que em nada dependia do
processo, p. ex., o reconhecimento do carater tautoloégico de uma proposigao por meio de sua
derivagao a partir de outras tautologias. Isso porque o sentido de uma proposi¢io nio dependia
do modo particular pelo qual ela era gerada a partir da aplicagdo sucessiva de operagdes de verdade a
proposigoes elementares, mas tido somente de quais eram os seus fundamentos de verdade.

Oresultado daradicalizagao daideia de que naldgica e na matematica processo e resultado
sdo equivalentes é, assim, o resultado do abandono de uma estrutura subjacente as regras, as
técnicas de calcular. No que interessa para a discussao sobre a consisténcia da aritmética, tal
resultado pode ser resumido em duas“teses”:

1. As técnicas que compdem um sistema matematico sao, salvo a adigao de novas regras,
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independentes uma da outra. Nenhuma técnica pode entrar em conflito com outra, ja que elas
nao apenas engendram resultados, mas também constituem o critério de identidade de tais
resultados.

2. Nao existe um “processo canonico” que possa fornecer o critério de identidade de
“objetos matematicos”. Todas as técnicas possuem os mesmos direitos: nenhuma é mais
fundamental que a outra.

6. A DUPLA ACEP(;AO DAS PROVAS INDUTIVAS

Mas, e quanto a prova indutiva? Ela nao prova que duas técnicas fornecem o mesmo
resultado e que, portanto, este resultado independe de qual técnica se aplica? Aqui, é preciso
fazer uma distingdo entre dois modos de se conceber a prova indutiva. O primeiro deles é a
prova indutiva enquanto parte de uma técnica. Digamos que haja uma classe de propriedades de
ndimeros e que os membros dessa classe sejam designados por ¢ , @,, @,, e assim por diante. Tal
classe poderia ser, por exemplo, a seguinte:

¢,(n) = a enésima casa decimal de 1 é 1
9

¢,(n) = a enésima casa decimal de % é2

¢,(n) = a enésima casa decimal de i é i
9

Suponhamos que a técnica — que designaremos por T, — para a solugao de uma questao
da forma ¢,(n), para um n particular, seja a seguinte:

i. Mostra-se que ¢.(1) e que @.(x) 2¢,(x+1);
ii. Deduz-se que (x)o,(x);

iii. Finalmente, deduz-se que ¢,(n).
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Tal técnica conteria, entdo, uma prova indutiva como parte de sua aplicagao. Consideremos,
agora, uma técnica T, que consiste nos seguintes passos:

i. Mostra-se .(1);
ii. A partir de (i) mostra-se ¢,(2);
iii. A partir de (i) mostra-se ¢,(3);

n. A partir de (n-1) mostra-se @,(n).

Ora, se a identidade do resultado depende dos meios utilizados para obté-lo, vale notar
que as técnicas T, e T, nao provaram o mesmo resultado por caminhos distintos, pois caminhos
distintos produzem resultados distintos. A prova de ¢.(n) por meio de T, ndo é um atalho para a
prova de ¢,(n) por meio de T,. Deste modo, nao pode haver nem coincidéncia, nem conflito
de resultados entre T, e T, (embora a prosa matematica possa fazer parecer com que haja
coincidéncia ou conflito’).

Um outro modo de se conceber a prova indutiva é entendé-la ndo enquanto parte de
uma técnica, mas enquanto conexdo entre técnicas. De acordo com essa acepgao da prova in-
dutiva, ela ndo ¢é estritamente uma prova, a0 menos se chamarmos de prova a aplicagdo de
uma determinada técnica. Ao invés disso, a prova indutiva nos leva a adogao de uma regra que
conecta as técnicas T, e T,. A regra € a seguinte:

(R,) O resultado da técnica T, € critério para o erro na aplicagao da técnica T,
O mesmo ocorreria, por exemplo, no caso da soma de Gauss:
(R,) O resultado da técnica G € critério para o erro na aplicagao da técnicaT.

¥sso pode significar, p. ex, que.med'lante o segu}n‘Fe par de resultados 1+...+n #,, x1+;. AN =gX,
o movimento correto a ser feito no interior do jogo € riscar todo o corpo de prova de e nao utilizar
mais nenhuma configuracao deste corpo de prova como configuragao inicial de uma nova prova.

9 Cf. Wittgenstein (1984, p. 120):“In Wahrheit liegt die Sache so: Der Kalkiil als Kalkiil ist in Ordnung. Es
hat gar keine Sinn, von Widerspruch zu reden. Was man einen Widerspruch nennt, entsteht, sowie man aus
dem Kalkiil heraustritt und in Prosa sagt: Also gilt diese Eigenschaft fiir alle Zahlen, aber die Zahl 17 hat diese
Eigenschaft nicht”.
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Nao seria mais simples dizer que o que a prova indutiva mostra é que a técnica T fornece
o mesmo resultado que a técnica G? Mas o que diriamos, entao, se a técnica T nao fornecer
o mesmo resultado que a técnica G? Dirfamos que a técnica G produz resultados falsos? Ou
dirfamos que houve um erro de calculo? O que estamos dispostos a aceitar é que a prova
indutiva mostra que a técnica T deve fornecer o mesmo resultado (o mesmo signo numérico) da
técnica G ou, de maneira similar, que a correta aplicagao da técnica T fornece o mesmo resultado
da técnica G. O calculo, portanto, nao“profetiza” o resultado da aplicagao de uma técnica, mas
apenas determina o que deve contar como resultado correto ou incorreto.

Apesar de ser uma obviedade, vale salientar aqui que um erro de calculo faz parte do
calculo. Isto €, s6 erra quem estd jogando. Alguém que nao esteja jogando o jogo de xadrez, mas
apenas tirando o p6 das pegas, nao poderia ser acusado de estar violando uma regra do xadrez.
Assim, os dispositivos sobre o que fazer quando ha um erro de célculo também fazem parte do
jogo. A regra R, acima pode ser perfeitamente entendida como sendo um destes dispositivos.

Vejamos, entdo, o que ocorre de acordo com a segunda acepgao da prova indutiva. Ante-
riormente a “prova”, haviam duas técnicas (T e G) independentes, dois sistemas, portanto, de
calculo. Cada sistema introduz um conceito distinto: T introduz o conceito”soma dos n primeiros
numeros naturais”e G introduz o conceito”“metade do produto de n pelo seu sucessor”. Cada
sistema introduz um conjunto de guestdes distintas:“qual a soma dos 2, 3, ... primeiros nimeros
naturais?”e”quanto é a metade do produto de 2, 3, ... pelo seu sucessor?”, respectivamente.

Ap0s a prova, um novo sistema composto de duas técnicas relacionadas pela regra R, € criado.
O conceito “soma dos n primeiros nimeros naturais” ¢ alterado, pois ele passa a incluir um novo
critério, dado pela técnica G. Questoes da forma”qual a soma dos 2, 3, ... primeiros nimeros naturais?”
passam a poder ser resolvidas de duas maneiras distintas, e quando ha um aparente conflito entre
ambos os modos de se resolver uma destas questoes, ¢ dada prioridade a técnica G." A prova
indutiva, neste caso, ndo justificou uma nova maneira de se responder a uma velha questao, pois
ela alterou o significado da questao, alterou o significado dos conceitos envolvidos. Pois o critério
de identidade de um conceito sao (todos) os seus critérios de correta e incorreta aplicagao.

10 Um outro sistema com os mesmos direitos poderia dar prioridade a técnica T. Uma outra alternativa
seria nao conceder prioridade a uma das técnicas e postergar a decisao para a resolugao de um possivel conflito
apenas quando este surgir efetivamente.
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Quando Wittgenstein fala, em certa conversa com Waismann," de um dominio (Bereich)
de proposicoes, ele esta se referindo a este dominio (decidivel) que € estabelecido por meio de
um sistema e de seus conceitos.'””? Dado um tal dominio, é impossivel mostrar que uma técnica
¢ redundante, pois tal dominio é apenas definido mediante o conjunto de técnicas. Nao se pode
falar, p. ex., que é possivel resolver todas as questoes da forma“qual a soma dos 2, 3, ... primeiros
numeros naturais?” pela técnica tradicional, e que a técnica da soma de Gauss é util na pratica,
mas teoricamente dispensavel. Pois s6 se compreende aquilo que uma destas questdes quer
dizer, i.e., 0 seu”sentido”, mediante a totalidade de técnicas que definem os conceitos utilizados.

Nota-se que, nesta segunda acepgao da prova indutiva, ela ndo é a prova de uma
proposicdo matematica, mas aquilo que de alguma maneira nos motiva a construir um novo
sistema matemdtico, a alterar um conceito matemdtico antigo. Nas conversas com o circulo de
Viena, Wittgenstein vai insistir que nao ha um”Portanto” (Also) ap6s uma prova indutiva (nessa
segunda acepgdo), e com isso ele quer dizer que tal prova ndo corresponde a um método
para se responder a uma questao prévia, como corresponderia se as técnicas mantivessem
relagdes conceituais independentemente de termos efetivamente tracado essas relagdes, como
corresponderia se houvessem relagdes ocultas, subterraneas, entre duas técnicas distintas.
(A critica, aqui, também atinge o Tractatus, que postulava a existéncia de relagdes logicas
“subterraneas”, e.g., entre as proposigdes”“Isto é vermelho”e“Isto é verde”).

Diversas passagens das conversas precisam ser lidas levando-se em consideragao essa acepgao
das provas indutivas. Uma delas é a polémica passagem sobre as provas de consisténcia relativa:

Consisténcia “relativa a geometria euclidiana” é um completo absurdo. O que ocorre,
aqui, é o seguinte: uma regra corresponde a uma regra (uma configuragao do jogo a uma
configuragao do jogo). Temos aqui um mapeamento. Ponto final! Qualquer outra coisa que
seja dita é prosa. E dito: Portanto o sistema é consistente. Mas ndo ha nenhum“portanto”,
tampouco quanto no caso da indu¢ao. (WITTGENSTEIN, 1984, p. 145)

11 Cf. Wittgenstein (1984, p. 145-6).

12 E ndo, como se questiona o Waismann de Pereira (2013, p. 283-4), ao que é geralmente indicado por
Th[A], i.e., o conjunto de teoremas dados pelos axiomas em A e pelas regras para o desenvolvimento do calculo.
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Alinsisténcia aqui é na ideia de que uma“prova”que relaciona dois sistemas nao demonstra
uma proposi¢ao matemadtica. E isso pois o que ela faz nao ¢ descobrir uma relagao entre os
dois sistemas que existia anteriormente a prova (o que é impossivel, ja que, como dissemos
anteriormente, os sistemas matematicos — o que inclui seus conceitos, técnicas e questdes — sao
logicamente independentes), mas ela induz a construg¢io de um novo sistema.

A dupla acepgao das provas indutivas corresponde a distingao que Frege estabelece en-
tre configuragoes de pegas e regras do jogo do seguinte modo: no primeiro caso, uma prova
indutiva é um meio para se chegar a uma certa configuragao de pecas no interior de um jogo,
ao passo que, no segundo caso, uma prova indutiva origina um novo jogo pela adogao de uma
nova regra.

7. TRIVIALIDADE E JOGO TAUTOLOGICO

Vimos anteriormente que uma “contradigao escondida” nas regras ndo é danosa ao jogo
na medida em que ela permanece escondida, i.e., na medida em que é possivel prosseguir no
jogo. Essa argumentacao, porém, pode parecer um tanto quanto sem alvo, pois o perigo de uma
contradi¢do, sob o olhar dos légicos, reside nao nas regras, mas nas configuragoes. Isso porque
a prova de uma configuragao da forma‘pA—p' em ambiente classico ou intuicionista implica a
“trivialidade”do célculo, no sentido em que qualquer formula passa a ser”trivialmente”derivavel.
E a trivialidade do calculo, diriam, “representa a sua ruina” (MARCOS, 2010, p. 145). O mesmo
ocorreria na aritmética se a formula '0 = 1' € provada, como afirma o Waismann de Pereira:

WAISMANN PODERIA TER DITO AINDA: (...) Se provamos que 0 = 1, obviamente
podemos provar que m = n, para todo m e para todo n. De fato podemos provar (por
indugdo) qualquer sentenga aritmética, se provamos que 0 = 1; e para isso ndo necessitamos
de alguma regra magica (e discutivel) que permitiria a derivagao de qualquer proposicao a
partir de uma demonstracao legitima de uma contradi¢do. Nao necessitarfamos acrescentar
(com Hilbert) o axioma“0 # 0 — A’. E como se, uma vez que demonstrassemos 0 = 1, a
aritmética se destruisse internamente.Vocé aqui diria:“E muito facil: basta (arbitrariamente)
modificar as regras do jogo.” Eu diria: como saberfamos que o novo jogo ndo passa pelo
mesmo problema?
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WITTGENSTEIN RESPONDE: “O jogo tautolégico é apenas mais um jogo, um jogo entre
outros jogos.”

WAISMANN PODERIA TER DITO: No jogo tautoldgico tudo é permitido? E como vocé
ganha nesse jogo? Talvez a pergunta correta seria: e como vocé perde nesse jogo? (PEREIRA,
2013, p. 288)

Termos como“ruina”,”explosao”,“destrui¢ao”, sao bastante frequentes na literatura para
se descrever o que ocorre quando um calculo permite a derivagao de qualquer férmula.” Em
uma apresentagao informal do primeiro teorema de incompletude de Godel, por exemplo,
Hofstadter compara um sistema formal a um tocador de discos, e observa que Godel encontrou
algo como a nota cuja frequéncia € a frequéncia ressonante deste tocador. Entao, das duas uma:
ou o tocador de discos nao é potente o suficiente para tocar esta nota, ou ele o € mas ao custo
de sua autodestrui¢ao.' Mas essas sao apenas metaforas, e o 16gico nao hesitaria duas vezes em
dizer que é possivel explicitar completamente as razdes para se abandonar um sistema trivial.
Imagino que essas razoes sejam de duas ordens: uma que concerne ao calculo enquanto cdlculo
e outra que concerne ao calculo enquanto instrumento. Poder-se-ia dizer, em primeiro lugar, que
aquilo que constitui o interesse da atividade matematica é a busca por provas nao-triviais de
teoremas. Deste modo, na medida em que qualquer sentenga passa a ser um teorema através
uma prova trivial, o sistema perde seu interesse. Por outro lado, seria possivel pensar que teorias
inscritas em um sistema trivial jamais poderiam ser satisfeitas e, portanto, tais teorias perdem
a sua capacidade descritiva. Ora, descrever uma coisa é apontar aquilo que é verdadeiro e/ou
aquilo que é falso sobre essa coisa. Um sistema trivial, porém, ¢ incapaz de separar essas duas
nogoes, ¢ incapaz de distinguir aquilo que é daquilo que nao é.

Seriam razoaveis tais razoes? Antes de prosseguir, porém, ser-nos-a conveniente
tragar uma distincao entre o jogo tautoldgico e o jogo trivial. O jogo trivial é o jogo em que
toda sentenga é capaz de ser provada. Mas cada uma dessas sentengas ¢ apenas provada pela
aplicacao correta das“regras de inferéncia”. A trivialidade ndo torna o jogo carnavalesco: nem

13 O préprio principio segundo o qual, a partir de uma férmula falsa, qualquer coisa se segue é chamado
de”principio da explosao”.
14 Cf. Hofstadter (1979, pp. 75-102).
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tudo é permitido. Isto €, o sistema ainda consegue distinguir entre provas corretas e incorretas.
O“jogo tautologico”, porém — ressalta Wittgenstein —, é aquele em que “as regras do jogo sao
tautolégicas (quando elas, portanto, nada mais permitem ou proibem)” (WITTGENSTEIN,
1984, p. 132).

Parece haver, a respeito dessas duas nogdes, um mal-entendido na leitura de Pereira. Pois
o que Wittgenstein diz nao é que “o jogo tautoldgico é apenas mais um jogo, um jogo entre
outros jogos”, mas sim que o jogo trivial é apena mais um jogo, um jogo entre outros jogos. O
jogo tautoldgico, pelo contrdrio, ocupa uma posigao especial na totalidade dos jogos, posi¢ao
esta analoga a ocupada, no cenario do Tractatus, pela tautologia na totalidade de fungoes de
verdade de proposi¢oes elementares. E, do mesmo modo que a tautologia deixa de ser uma
proposicao significativa por nao ser mais bipolar, 0“jogo tautolégico” também deixa de ser um
jogo por nao possuir mais regras, pois uma“regra tautoldgica”ja nao mais regra, i.e., ja nao mais
distingue um movimento correto de um incorreto.

Uma vez desfeita essa ambiguidade, voltemo-nos para a acusagao de que um sistema
trivial ndo é interessante. A razao puramente tedrica pretende vincular o interesse de um sistema
formal na auséncia de trivialidade da nog¢dao de demonstrabilidade de uma sentenga. O modo
pelo qual uma sentenga ¢é provada nao é aqui importante, mas apenas que ela possa ser provada.
A razdo ndo nos parece, contudo, cogente. Em primeiro lugar, pois ela vai na contramao da
ideia de que, na matematica, o modo pelo qual uma proposicio é provada é relevante, vai contra a
insisténcia dos matematicos de que provas alternativas de um mesmo teorema nio sdo de modo algum
supérfluas. Por que nao seria interessante buscar uma prova alternativa de um teorema em um
sistema inconsistente? Além disso, se utilizarmos, como critério de identidade de uma sentenca,
o modo pela qual ela é provada (em consonancia com a ideia fundamental de Wittgenstein), entao
¢ simplesmente falso dizer que em um sistema trivial toda sentenca é demonstravel.

Esse prejuizo em relagdo a prova, em beneficio da demonstrabilidade, parece também es-
tar presente na razao pratica para se julgar “desinteressante” um “jogo trivial”. E isso porque é
pressuposta uma imagem da aplicagao do calculo, em que a capacidade descritiva de uma teoria é
medida justamente pela sua competéncia em separar formulas demonstraveis de féormulas inde-
monstraveis. Ora, se 0“jogo trivial’ndo perde sua capacidade de distinguir entre provas corretas e
incorretas, nao estaria ai precisamente tudo aquilo que € preciso para se aplicar um calculo enquanto
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teoria e provas incorretas em sentengas falsas segundo a teoria? Pois ndo € necessario, € claro, que
a aplicagao de um calculo seja concebida segundo a ortodoxia da teoria dos modelos. A aplicagao
de um célculo, diria Wittgenstein, cuida de si prépria.’ Isto €, nao é necessario que tracemos os
limites da aplicagao de um calculo, que descrevamos o que € a aplicagao de um calculo, pois toda
descrigao resultara numa restri¢ao artificial das aplicagdes possiveis de um calculo."”

Wittgenstein fornece, alids, nas conversas com Waismann e o circulo de Viena, exemplos
de como provas distintas de sentengas aparentemente “contrarias” podem ser mapeadas em
métodos de verificagao distintos de uma certa alegacao empirica, dotando assim o modo pelo
qual uma proposigao é provada de relevancia para a aplicagao do célculo. Suponha, por exemplo,
que aos axiomas de Euclides seja acrescido o axioma segundo o qual a soma dos angulos internos
de um tridangulo seja igual a 181°. Neste caso, diz Wittgenstein, “seria pensavel uma aplicagao,
p. ex., do tipo em que a soma dos angulos de um certo tridngulo seja 180° segundo um método
de mensuracado e 181° segundo um outro método de mensuracao” (WITTGENSTEIN, 1984, p.
127).'8 Assim, ndo seria de modo algum uma contradi¢ao obter, como resultado da medigao
de um angulo por um transferidor, o valor de 180° e obter, como resultado da medicao deste
angulo por um teodolito, o valor de 181°.

Teriamos, no caso acima, o exemplo de aplicagao de um calculo em que nao apenas que
uma proposigao seja demonstravel é importante, mas também o modo pela qual ela é demons-
trada possui um papel. O juizo segundo o qual uma teoria trivial ndo é“util” parece requerer,
pelo contrario, que apenas 0”ser demonstravel”de uma sentenca seja relevante para a aplicagao.
Mas isto é uma restricao arbitraria das aplicagdes possiveis de um calculo, e nao um limite
natural de sua aplicabilidade.

15 Aqui nos interessara apenas a aplicacao do célculo enquanto teoria, embora Wittgenstein também afirme
que o calculo pode encontrar uma aplicagdo gramatical. Sobre esses dois modos de se aplicar um célculo, cf.
Wittgenstein (1984, p. 126).

16 Cf. Wittgenstein (1964, p. 130, Secao §109).

17 E notavel, aqui, a aplicagdo de diversos insights do Tractatus a respeito da autonomia da l6gica. Uma
investigagdo dessa analogia, ao que nos parece, forneceria resultados significativos.

18 Cf. tb. ibid, p. 149 e pp. 197-9.
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Deste modo, parece ser suficiente para a aplicagdo do calculo que ele seja um cdlculo,
i.e. que ele possa distinguir entre a correta e a incorreta aplicagao de uma técnica de calcular.
A possibilidade de se aplicar um célculo sé encontraria problemas quando qualquer resultado
obtido pudesse ser considerado como correto e incorreto ou, alternativamente, como nem cor-
reto nem incorreto. Quando o jogo fosse “tautologico”; quando, portanto, ele deixasse de ser

um jogo.

8. A NEGACAO NA MATEMATICA

Ja se viu, em algumas observa¢oes de Wittgenstein sobre a inconsisténcia, uma espécie
de predicao do surgimento das légicas paraconsistentes na segunda metade do século passado.
A seguinte passagem, datada de dezembro de 1930, é bastante alusiva:

De fato, eu ja prevejo que haverdo investigagdes matematicas sobre cédlculos que contém
uma contradigao, e as pessoas realmente se orgulhardo de terem se emancipado até mesmo
da consisténcia. (ibid, p. 139)

Penso, contudo, que essa leitura é equivocada, pois a légica paraconsistente também
parece partilhar do prejuizo segundo o qual um sistema “trivial” é desinteressante. Aquilo que
Wittgenstein quer sublinhar nesta passagem é que o“problema da consisténcia da aritmética”,
visto como a tentativa de se demonstrar que um certo calculo ndo produz a férmula “0£0”,
nao é uma questao de vida ou morte para a aritmética, porque nem o prosseguir no célculo
dela depende nem a sua aplicabilidade. A bipolaridade necesséria para a existéncia do calculo
nao reside, pois, nas configuragoes demonstraveis, mas nas suas regras. E se assim o ¢, nao
deverfamos procurar o sentido da negagdo na matematica la onde esta bipolaridade se faz
presente? Com efeito, Wittgenstein parece conceber a negagao de uma férmula matematica nao
como, de maneira cldssica, a alegacdo de que uma férmula € falsa (por fornecer uma descri¢ao
incorreta de uma certa realidade matematica), tampouco como, de maneira intuicionista, a de
que uma prova daquela férmula levaria a uma prova de uma absurdidade, mas como a alegacao
de que ha um erro de cdlculo em uma suposta prova daquela féormula. A prova, portanto, de uma
féormula negativa s6 pode consistir no reconhecimento de que é outro calculo que € o correto.
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Deste raciocinio Wittgenstein tirava duas li¢oes:

i. Nao tomar como contraditérias duas formulas apenas por que elas foram escritas como
“p”e”=p”, mas tomar como contraditorias apenas férmulas que correspondem, respectivamente,
a um calculo correto e a um célculo incorreto. Wittgenstein notava, em particular, que um erro
em uma suposta prova indutiva da férmula “~(3n).fn” ndo fornecia um contraexemplo da
forma “f(a)” e que, portanto, ndo se poderia ver, neste par de férmulas, um par de férmulas

contraditdrias.”

ii. Nao tomar como imprescindivel, para a linguagem de um calculo aritmético, a inclusao
de um sinal de negagao. Isso porque, na verdade, nosso interesse primdrio em um calculo é pelas
férmulas corretas, e nao pelas formulas incorretas. O aprendizado elementar da multiplicagao,
digamos, requer responder quanto é — e nao quanto ndo ¢ — uma férmula da forma axb. Nosso
interesse na negagao na aritmética, vai dizer Wittgenstein, parece ocorrer apenas na presenca
de uma certa generalidade.”” Mas o que isso significa, afinal? Significa que a negacao é util para
se mostrar algo em comum a respeito de uma classe de erros de calculo. A prova de que 2x3
# 5 é feita mostrando-se que 2x3 = 6 e, portanto, 2x3 # 5. Mas também poderiamos fornecer
uma prova indutiva de que“nao ha nimero que, multiplicado por 3, resulta em 5”. De acordo
com a (segunda) concepgao das provas indutivas que fornecemos anteriormente, isso significa
que o conceito de”multiplicagdo por 3”seria alterado pela prova, e passariamos a adotar a regra
segundo a qual um resultado igual a 5 ¢ suficiente para declarar um célculo da forma “nx3”
como incorreto, ainda que nao saibamos qual é o resultado correto.

Uma vez dado esse sentido a negagao, o que significa dizer que um calculo é consistente?
Apenas que ele é capaz de separar movimentos corretos de movimentos incorretos dentro
do jogo calculatério. Mas essa é uma propriedade constitutiva, e nao meramente desejdvel, de
um célculo. Sendo assim, uma prova de nao contradigao de um célculo é impossivel, pois é
impossivel fornecer o objeto de estudo sem ver, ao mesmo tempo, que a propriedade é satisfeita
para este objeto.

19 Cf. Wittgenstein (2005, p. 427).
20 Cf. Wittgenstein (1964, p. 247, Sec¢ao §200).
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9. COMENTARIOS FINAIS

As conversas de Wittgenstein com Waismann e o circulo de Viena no inicio dos anos
30 se mostram relevantes para uma analise de suas reflexdes sobre o programa de Hilbert
de fundamentacao da matematica, sobretudo quando elas sao apresentadas como resultado
de principios que podem ser explicitados de modo coerente. Certamente seria justo que
disséssemos, como Pereira, que essas conversas foram mais longas (e certamente muito mais
interessantes) e que nao foi possivel tratar aqui de todos os topicos que 1a constam.? Entretanto,
0 objetivo principal desse texto foi apresentar alguns tépicos dessa conversa de maneira mais
sistemadtica, de modo a que qualquer objegao as ideias de Wittgenstein pudesse ser feito em
pontos especificos de sua argumentagdo. Procuramos mostrar que a frases aparentemente
dogmaticas do tipo“Temos um mapeamento. Ponto final! Qualquer outra coisa que seja dita é
prosa”pode ser concedido um lugar nessa exposicao sistematica.

H4, é claro, muito a ser feito quando o objetivo é estudar, a luz do que foi apresentado,
os principais resultados da l6gica contemporanea. Algumas das questdes que Pereira coloca em
seu artigo, tais como:

¢ Qual o significado dos resultados de independéncia, de completude/incompletude, de
decidibilidade/indecidibilidade?

¢ O que significa a ideia de modelagem de uma teoria em outra?
* As provas de impossibilidade sao todas por inducgao?

s6 poderiam receber uma resposta satisfatéria mediante o exame minucioso destas provas
e resultados. Também se ganharia muito, creio, com uma leitura dos resultados de incompletude
de Godel sob tal perspectiva. Pretendo levar a cabo esta leitura em um trabalho posterior.

Como resultado concreto ja deste trabalho, aponto a contestacdo da ideia bastante
corrente de que um sistema trivial ja ndo possui mais interesse matematico. Penso que novas
investigagdes de grande interesse para a légica podem surgir dessa ideia, investigagdes sobre
a aplicacdo de calculos que levem em consideracdo ndo apenas a demonstrabilidade de uma

21 Em particular, nota-se a auséncia de uma discussao aprofundada sobre um tema de grande importancia,
qual seja, o das provas indiretas na matematica.
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sentenca, mas os modos particulares por meio dos quais ela ¢ demonstrada. E neste dia pode
ser que as pessoas se orgulhem de terem se emancipado até mesmo do mote “Thou shalt not
trivialize!”.?

RESUMO

O objetivo deste artigo é estruturar, em torno de uma tinica ideia fundamental, a saber, a de que ndo hd atalhos
pela logica, os diversos comentdrios de Wittgenstein a época das conversas com Waismann e o circulo de Viena
sobre o problema da consisténcia da aritmética. Observagbes notorias sobre as nogoes de consisténcia, trivialidade
e negacdo na matemdtica sdo consideradas do ponto de vista dessa sistematizagdo. Analisa-se também em que
medida esses comentdrios correspondem a um desenvolvimento critico do pensamento do autor.

Palavras-chave filosofia da matemdtica, consisténcia, negagio, Wittgenstein, contradigdo.

ABSTRACT

This work aims at structuring, around a single fundamental idea, namely, that there are no shortcuts through
logic, the various comments by Wittgenstein at the time of the conversations with Waismann and the Vienna
circle on the problem of the consistency of arithmetic. Notable remarks on the notions of consistency, triviality and
negation in mathematics are considered from the point of view of this systematization. It is also analyzed to what
extent these comments correspond to a critical development of the author’s thinking.

Keywords philosophy of mathematics, consistency, negation, Wittgenstein, contradiction.

22 Cf. Carnielli & Marcos (2012, p. 2).
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