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INTRODUCAO

“I believe I have discovered that classes are entirely superfluous”™

Russell em sua correspondéncia com Frege, 23 de Maio de 1903.

Wittgenstein afirma no Tractatus que “[...] a teoria das classes ¢ inteiramente supérflua
na Matematica”e que”[...] isso esta ligado ao fato de que a generalidade de que precisamos em
matematica nao é a casual”ou”acidental” > Essas observagdes ocorrem no contexto da elucidagao
da forma geral Tractariana da proposigao’® que, por sua vez, fornece o contexto para os aforismos
centrais que tratam da Filosofia da Logica* e da Matematica® do Tractatus. O aforismo ocupa,
portanto, uma posigao importante na obra. O contetido exato de 6.031, no entanto, raramente é
explicado em detalhes e, como ocorre normalmente com as afirmagdes do Tractatus, certamente
ha mais de uma maneira ou perspectiva de elucidar o contetido do aforismo em questao.

A posicao do aforismo no sistema de numeracao do Tractatus sugere, como alguns co-
mentadores® da Filosofia da Matematica do Tractatus apontam, que 6.031 apresenta uma con-
clusao geral da discussao sobre a forma geral de uma série numérica apresentada nos aforismos
6.02-6.03. E isso é — sem qualquer sombra dtvida — correto: os aforismos 6.02-6.03 apresentam
e desenvolvem a ideia central da Filosofia da Matematica do Tractatus segundo a qual”o nime-
ro é o expoente de uma operagao”” e ali encontramos o argumento que procura mostrar — ainda
que de modo esquematico — como é possivel construir uma teoria dos nimeros naturais em
bases puramente ldgicas sem assumir, como nota Jodo Vergilio Cuter, uma hierarquia de tipos
ou teoria dos conjuntos.®

FREGE, 1980, p.158.

TLP 6.031.

TLP 6.

TLP 6.1-6.13.

TLP 6.2-6.241.

Ver, por exemplo, MARION, 1998, pp.26-7.
TLP 6.021.

Cf. CUTER, 2005, p.65.
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Ainda assim, a seguinte pergunta é cabivel: por que tal fundamentacdo da teoria dos
numeros naturais deve ser buscada ou se faz necessaria segundo o Tractatus? Ou seja, o que
exatamente Wittgenstein pensava estar fundamentalmente equivocado nas tentativas de seus
predecessores — Frege e Russell — de fundamentar a Aritmética em bases puramente 16gicas?

Uma possibilidade de elucidar o contetido de 6.031 e responder essa pergunta seria
em termos de compromissos ontologicos, apontando que, para Wittgenstein, a ideia de que a
Matematica é uma ciéncia comprometida com uma ontologia especifica de conjuntos deve ser
rejeitada, dado que, de acordo com o Tractatus, as leis da Légica e, portanto, da Matematica nao
tém contetdo e nao tratam de um dominio especifico de entidades. Isso, apesar de correto em
linhas gerais, ndo nos leva longe o suficiente, pois consideragdes similares poderiam ser feitas
sobre o Logicismo Russelliano tal como apresentado em Principia Mathematica—ao menos no
que diz respeito ao compromisso com conjuntos, classes ou extensoes de fun¢des proposicio-
nais concebidas enquanto objetos, pois, como é bem sabido, Principia Mathematica advoca uma
‘No-Class Theory” que elimina todas as ocorréncias de expressoes de classes e relagdes-em-ex-
tensao como X Fx e X ¥ (x, y) da sua linguagem objeto por meio de definigdes contextuais que
empregam varidveis de ordem superior.’

Minha proposta aqui é tentar elucidar as afirmagdes feitas no aforismo 6.031 contras-
tando as ideias de Wittgenstein com o que penso ser uma forma da tese logicista que ¢, em
certo sentido, compartilhada por Frege e Russell. Seguindo Gregory Landini,'® considero que a
tese que caracteriza o que podemos considerar o Logicismo‘compartilhado”de Frege e Russell
¢ a ideia de que a Matematica — a Aritmética dos nimeros naturais em particular — pode ser
reconstruida adequadamente no interior de uma teoria légica cuja estrutura formal ou sintaxe
¢, em linhas gerais, aquela da teoria de tipos simples, na qual enunciados de atribuigdes numé-
ricas sao analisados como afirmagdes sobre conceitos (para Frege) ou atributos (Russell) nos
quais expressoes numeéricas nao sao tratados como termos singulares, mas como propriedades
ou conceitos de ordem superior exatamente andlogos ao que chamamos hoje de quantificado-
res numericamente definidos. Minha sugestao é que essa ideia esta entre os principais alvos de
Wittgenstein no aforismo 6.031 e que o aforismo pode ser lido como uma conclusao mais ampla
acerca do fracasso do projeto logicista concebido nos termos de Frege e Russell, no interior do
qual o apelo a teoria das classes é apenas um sintoma do que, da perspectiva do Tractatus, sao
problemas mais profundos. No entanto, também também irei recusar, de maneira breve, uma
possivel interpretacao exagerada do aforismo 6.031, que toma esse aforismo como uma aboligao
completa da nogao de’classe’ ou’conjunto’do ambito da Logica.

Dessa forma, a discussao sera estruturada da seguinte forma. Na primeira se¢ao procuro
apresentar o que penso ser o logicismo compartilhado por Frege e Russell como a tentativa de
caracterizar nimeros naturais como conceitos de‘ordem superior’ (i.e., conceitos que se aplicam
a conceitos) analogos a quantificadores numericamente definidos no interior de uma hierarquia
de fungdes e conceitos (ou, no caso de Russell, fun¢des proposicionais) cuja estrutura é aquela
da teoria dos tipos simples. Nessa primeira se¢ao, também chamo atengao para dois aspectos
cruciais dessa forma de logicismo que decorre dessa caracterizagao dos niimeros naturais men-
cionada acima: a necessidade de axiomas de compreensao para as variaveis de ordem superior
(como o Axioma da Redutibilidade de Principia) e de axiomas que garantem que a totalidade

9 Ver WHITEHEAD & RUSSELL, 1925, se¢oes *20 e *21. De maneira geral, Principia evita toda sorte de
compromissos ontolégicos com o que, na terminologia Russelliana, podemos conceber como particula-
res abstratos: objetos particulares (ou seja, que ndo sao universais, i.e., propriedades ou rela¢des) e que
nao sdo concretos, ou seja, parte do mundo fisico ou empirico. Para detalhes, veja-se, por exemplo,
LANDINI, 2011a e FERREIRA, 2022,, capitulo 5.

10 Cf. LANDINI, 2011a.
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dos nimeros naturais ¢ infinita (como o Axioma da Infinitude de Principia). Na segunda se-
¢ao, que consiste no nucleo do presente texto, procuro discutir em algum detalhe as criticas do
Tractatus a essa forma de logicismo a fim de mostrar como o aforismo 6.031 pode, justamente,
ser lido e elucidado a luz dessas criticas ao logicismo de Frege e Russell. Nessa segunda se¢ao
chamo atengao, em especial, para os aforismos 4.127-4.128 em que Wittgenstein apresenta sua
critica a caracterizagao dos nimeros naturais em termos das assim chamadas “propriedades
hereditarias’com respeito a uma série gerada por uma relagao R (que demanda a introdugao de
axiomas de compreensao como o Axioma da Redutibilidade de Principia) e onde Wittgenstein
também oferece o diagndstico sobre o problema da‘existéncia’dos niimeros naturais no interior
da hierarquia dos tipos como uma falha crucial do logicismo de Frege e Russell. Uma vez que
esses aspectos do que estamos chamando de logicismo compartilhado por Frege e Russell que
Wittgenstein critica aparecem de maneira explicita e saliente no desenvolvimento logicista da
Aritmética apresentado por Whitehead e Russell, o foco dessa discussao detalhada é voltado
para Principia Mathematica, que é, de fato, o alvo principal das criticas de Wittgenstein. Com
essa discussao detalhada, procuro tornar plausivel minha conclusao de que o aforismo 6.031
pode ser lido como um diagndstico geral de quao mal orientado o projeto logicista de Frege e
Russell. era da perspectiva do Tractatus. Por fim, na terceira e tltima segdo, considero o papel
que a nogao de uma classe de proposi¢des cumpre no Tractatus.

1. O LoGgicisMO ‘cOMPARTILHADO’ DE FREGE E RUSSELL

Para discutirmos o que penso ser o Logicismo compartilhado por Frege e Russell (e
Whitehead), precisamos antes discutir um aspecto central compartilhado das linguagens for-
mais que esses autores articulam, respectivamente, em suas magna opera Grundgesetze der
Arithmetik e Principia Mathematica, a saber, aquilo que Michael Dummett chama de’Hierarquia
dos Niveis’.'! No caso de Frege, a gramatica da hierarquia dos niveis se manifesta em termos
de uma hierarquia de expressoes representando fungdes. No nivel mais baixo da hierarquia
temos variaveis individuais e nomes proprios que estao por aquilo que Frege chama de objetos
(e Russell chama individuos), i.e., expressoes que ndo estao por ou representam fungoes. A hie-
rarquia de expressoes funcionais de Frege comega com expressoes“f(...)” cujos argumentos sao
variaveis individuais ou nomes de objetos; o segundo nivel da hierarquia de fun¢des consiste
em expressoes funcionais”M(...)” cujos argumentos podem ser fung¢des do primeiro nivel,? ja o
terceiro nivel consiste em fungdes cujos argumentos consistem em fungoes do segundo nivel,
e assim por diante. No caso de Russell, a gramatica da hierarquia de niveis se manifesta em
termos de uma hierarquia de tipos das assim chamadas ‘fun¢des proposicionais’ que, de ma-
neira similar a hierarquia de fungdes de Frege, se estrutura em termos dos tipos de argumentos
que uma fungdo proposicional admite: no‘tipo’mais baixo tempos variaveis individuais, depois
funcdes FX cujos argumentos sao variaveis individuais, fungdes M(FX) cujos argumentos sao
fungdes cujos argumentos sao variaveis individuais, e assim por diante, ad infinitum.

11 Ver DUMMETT, 1981, capitulo 3. Uma excelente discussdao que contrasta a hierarquia dos niveis de
expressOes com a logica do Tractatus é feita em CUTER, 2013, discussdo na qual iremos nos apoiar
fortemente na proxima segao que trata sobre o Tractatus.

12 Um exemplo tipico sendo o quantificador universal “(x).(...x...)”. E importante notar que, para Frege,
funcoes de primeira ordem nao sao argumentos de fung¢oes de ordem superior estritamente no mesmo
sentido em que um objeto é um argumento de uma fungao de primeiro nivel. Como Frege observa, um
objeto cai sob um conceito, enquanto uma fungao cai dentro de outra (cf. FREGE, 1892, p.201).
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da natureza das suas respectivas hierarquias de fung¢des™ (no caso de Russell, especificamente
fung¢bes proposicionais), hd um aspecto geral crucial que é comum a ambos: com respeito as
possibilidades de substitui¢ao e aplicagdo das regras de inferéncia (generaliza¢ao e instanciagao)
e, de modo geral, para os propositos de reconstru¢ao dos resultados matematicos no interior
de seus sistemas, a estrutura dos sistemas formulados por ambos ¢ andloga aquela do que hoje
chamamos a‘teoria dos tipos simples’, na qual as variaveis de predicado sao concebidas de ma-
neira puramente extensional.'* Essencialmente, o ntiicleo comum dessa estrutura pode ser facil e
elegantemente capturado através de uma definicao recursiva de indices de‘tipos simples’para as
varidveis de predicados. Podemos fazer isso, por exemplo, com a seguinte definigao:

1. “i”é o indice de tipo simples de varidveis individuais.
2. Set,.., t sdo indices de tipo simples, entao (t,..., t ) € um indice de tipo simples.
3. Nada mais é um indice de tipo simples.

Dada essa definigao, a estrutura de tipos é incorporada na teoria exigindo que uma féormu-
la atémica qualquer sé seja considerada bem formada se for uma instancia de um esquema como
o seguinte, onde t,,..., t sao indices de tipo simples e a.,,..., a. e A sao varidveis da linguagem que
estamos pressupondo:

O que se segue dessa exigéncia, como é bem sabido, é que na linguagem resultante uma
variavel ou constante de predicado A qualquer sé pode tomar como argumentos um termo ou
uma n-upla de termos < at"l,..,, a.'> se o seu tipo simples for exatamente aquele requerido pelos
termos em questdo. Essa estrutura gramatical, em linhas gerais, é o ntcleo central compartilhado
pelos sistemas de Frege e Russell, apesar das salientes diferencas existentes nas posigoes e siste-
mas formais elaborados por esses dois autores.

Bom, ocorre que a adogao dessa gramatica estruturada em tipos simples tem como con-
sequéncia dois aspectos cruciais para o que podemos pensar como uma forma da tese logicista
compartilhada por Frege e Russell.

A primeira delas é bastante direta: a necessidade de assumir (explicita ou implicitamente)
o que hoje chamamos‘Principios de Compreensao’para variaveis ‘funcionais’ ou de predicados.
Principios desse tipo aparecem, por exemplo, em sistemas de logica de segunda ordem’standard’
na forma de esquemas de axioma como o seguinte:

@P(x,..x)(F(x,...x) = A), onde A é uma férmula que nao contém ocorréncias livres da
variavel F.

No caso do sistema maduro de Frege apresentado nas Leis Bdsicas da Aritmética, esses
axiomas sao implicitamente assumidos na aplicagao de regras de substitui¢ao ou instanciagao
para as variaveis funcionais.” No caso de Principia Mathematica de Whitehead e Russell, esses
principios sdo assumidos para as assim chamadas varidveis funcionais ‘predicativas’ na forma
dos Axiomas da Redutibilidade introduzidos na segao *12.' Esquematicamente, essa familia

13 Para uma discussao robusta e detalhada do contraste, veja-se, por exemplo, KLEMENT, 2004.
14 Cf. DUMMETT, 1981, pp.44-53.

15 Ver, por exemplo, LANDINI, 2012.

16 Cf. WHITEHEAD & RUSSELL 1925, p.167.
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livres da variavel f.

Axiomas de compreensdo formam parte integral da concepgao de Logica de Frege e
Russell. Como nota Gregory Landini', sao esses axiomas — e ndo, por exemplo, a possibilidade
de expressar quantificagao mista por meio do dispositivo notacional inventado por Frege e pos-
teriormente modificado e popularizado por Whitehead e Russell — que tornam a Logica uma
Ciéncia informativa, i.e., que consiste em um conjunto de leis que possuem contetido. Também
sdo esses axiomas que tornam possivel, de uma forma ou de outra, a constru¢ao de uma teoria
de conjuntos ou classes como a de Principia ou de cursos de valores de fungdes como a das Leis
Bisicas a partir dos assim chamados ‘sistemas de logica de ordem superior” formulados por
Frege e Russell, uma vez que, para esses autores, respectivamente, a maneira mais natural de
entender a nog¢ao de classe ou conjunto é enquanto a extensao de um conceito Fregeano™ ou
de uma fungao proposicional Russelliana. E essa é a ideia que fundamenta a concepgao realista
de Frege de extensoes de conceitos como objetos 16gicos assim como a teoria nominalista‘sem
classes’ [No-Class Theory] de Principia Mathematica. De fato, as constru¢des de niimeros como
classes de equivaléncia requerem axiomas de compreensao (explicitamente declarada ou nao)
para fungdes (conceitos, em particular) ou para as chamadas ‘fun¢des proposicionais’. No caso
de Principia, isso é explicitamente reconhecido por Russell quando o mesmo afirma que o pa-
pel principal do Axioma da Redutibilidade é permitir o desenvolvimento da teoria das classes
— alids, razdo pela qual Russell se referia ao axioma como‘o Axioma das Classes’."

A segunda consequéncia — que demanda uma explicagao mais extensa — é que a estrutura
dos tipos simples torna a‘existéncia’ de nimeros indutivos ou naturais (e, de fato, de nimeros
em geral) dependente da existéncia de‘objetos’ ou ‘individuos’, ou seja, entidades do tipo sim-
ples mais baixo.

Como ¢é bem sabido, no classico Os Fundamentos da Aritmética® [Grundlagen der
Arithmetik], Frege define”o nimero que convém ao conceito F” como “a extensao do conceito
‘equinumérico ao conceito F”.* Essa defini¢ao identifica nimeros cardinais com um tipo pecu-
liar de objetos aos quais Frege se refere nas Leis Bdsicas como’cursos de valores’ [Werteverliufe]
de fungdes. A definicao cumpre o duplo propésito de, por um lado, vindicar uma das teses
fundamentais dos Fundamentos de acordo com a qual uma”“[...] indicagdo numérica contém um
enunciado sobre um conceito”* e, por outro, possibilitar a prova do resultado fundamental de
que ao conceito ‘ntimero natural menor ou igual a n’ convém o nimero n+1, de onde se segue
que todo nimero natural é diferente de seu sucessor e, portanto, que hd infinitos nimeros

17 Cf. LANDINI, 2012, pp.10-11.

18 E importante notar, no entanto, que a nogao decurso de valor’ de uma funcio Fregeana nao pode ser
diretamente identificada com a nogao de classe; embora a nogao de extensao de um conceito Fregeano
cumpra, para todos os efeitos, o papel da nogdo de um conjunto no sentido usual no interior do sis-
tema de Frege, a nocdo geral de curso de valor enquanto um objeto correlacionado com uma fungio é
muito diferente daquela de classe ou conjunto, sendo que nem todo curso de valor é a extensdo de um
conceito (ver, por exemplo, COCCHIARELLA, 1986, LANDINI 2006 e 2012).

19 Cf. WHITEHEAD & RUSSELL, 1925, p.58 e p.167.
20 FREGE, 1884.

21 FREGE, 1884, §69.

22 FREGE, 1884, §46.
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a teoria de de de extensdes de conceitos (e de’cursos de valores’de fung¢oes, de maneira geral)
que Frege assume implicitamente nos Fundamentos e explicitamente nas Leis Bdsicas é incon-
sistente. Nos Fundamentos, no entanto, Frege também sugere uma abordagem diferente para
vindicar a tese de que‘uma indicacdo numérica contém um enunciado sobre um conceito’geral-
mente mencionada como a estratégia‘adjetiva’ (por oposicao a estratégia‘substantiva’do para-
grafo §69).** Essa estratégia consiste em analisar enunciados de atribuigdo de numérica apenas
em termos de conceitos de segunda ordem?, através dos dispositivos geralmente mencionados
como ‘quantificadores numericamente definidos’. A ideia basica ou nucleo dessa abordagem
se resume as seguintes defini¢oes®, onde empregamos a notagao do circunflexo nas variaveis
individuais similar a de Principia para nominalizar termos de ordem superior:

0(F)=p~(3x)Fx
n+1(F)=,, (3y) (Fy.n(2(Fx.x#y)))

Essa estratégia — ou ao menos algo proximo dela?” — é sugerida e descartada por Frege em
favor da estratégia substantiva do paragrafo §69, mas € essa analise de atribui¢des numéricas
que forma outro aspecto fundamental do que estou me referindo aqui como‘logicismo compar-
tilhado”por Frege e Russell.

A teoria dos ntimeros cardinais desenvolvida por Whitehead e Russell na primeira par-
te do segundo volume de Principia Mathematica® é essencialmente baseada nessa estratégia
adjetiva de acordo com a qual ndmeros nao sao nada mais do que conceitos de ordem supe-
rior analogos a quantificadores. Principia define nimeros cardinais como classes similares (i.e.,
equinumeéricas) a uma dada classe, ou seja, sendo uma classe ou conjunto qualquer, o nimero
cardinal Nc¢’ que convém a essa classe ¢ definido do seguinte modo:*

Nc'a= B(Bsma),

onde“sm” é a relagao que se mantém entre duas classes o e 3 se, e somente se ha uma
correspondéncia biunivoca entre os elementos de a e os elementos de B. Superficialmente,
isso esta de acordo com o tratamento ‘substantivo” que Frege defende nos Fundamentos e nas
Leis Bdsicas em detrimento da estratégia adjetiva dos quantificadores numericamente defini-
dos. Principia, no entanto, nao assume uma ontologia de conjuntos ou extensoes, mas elimina
contextualmente todas as ocorréncias de expressoes da forma zAz e variaveis como”a” e”p”,
de modo que toda e qualquer enunciado sobre classes (e, portanto, sobre niimeros) recebe uma

23 Ver FREGE, 1884, §§81-3.

24 Ver, por exemplo, POTTER, 2000, pp.69-71.

25  Ou também, possivelmente, de ordem superior.

26 Ver, por exemplo, POTTER, 2000, p.71 ou LANDINI, 2006, p.210.

27 Para que o movimento realizado por Frege nos paragrafos §§55-6 possa ser lido como um argumento
razoavel, o lado esquerdo das defini¢des dadas em termos dos quantificadores numericamente defini-
dos devem ser tomados como enunciados de identidade da forma n(F) = 0, n(F) = 1, n(F) = m + 1, etc.,
onde“n(F)”é um termo singular, i.e., uma expressao que se refere a um objeto.

28 WHITEHEAD & RUSSELL, 1927.
29 WHITEHEAD & RUSSELL 1927, segao *100.
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parafrase em termos de uma asserc¢ao sobre as assim chamadas ‘fung¢oes proposicionais’.*” De
fato, uma vez que a conveniente linguagem de superficie que Principia utiliza® é parafraseada
(e, dados nossos propositos, também é consideravelmente simplificada), podemos compreen-
der as defini¢des de 0 e sucessor de Principia de maneira praticamente analoga aquelas dadas
em termos de quantificadores numericamente definidos que caracterizam a estratégia adjetiva
rejeitada por Frege em favor da sua definicdo que apela a extensoes de conceitos (i.e., conjun-
tos) enquanto objetos.*

A’dificuldade’da anadlise de nimeros como propriedades ou conceitos de ordem superior
analogos aos quantificadores € que ela torna impossivel provar, sem hipéteses adicionais, o
resultado mencionado acima de que, para todo nimero natural n, n# n+1. Colocando de ma-
neira informal, a razao para isso € bastante simples: como a definicao de sucessor colocada nos
termos da proposta‘adjetiva’que consideramos acima deixa claro, o conceito de ordem superior
n+1(...) s6 sera instanciado por um conceito F qualquer caso existam pelo menos n+1 objetos
que caiam sob o conceito F, para usar a terminologia Fregeana. Se supormos, ao contrario, que
para algum 1, o nimero de entidades existentes do tipo simples mais baixo — i.e., objetos ou
individuos — é exatamente 1, entao todos os conceitos de ordem superior n+1(...), n+1+1(...), e
assim por diante serdo instanciados exatamente pelos mesmos conceitos, a saber, por nenhum
conceito, o que é exatamente a negagao do resultado de que hd infinitos nimeros naturais (colo-
cado nos termos da proposta adjetiva). Essa‘limita¢ao’resulta da prépria estrutura da hierarquia
de tipos simples, seja ela compreendida em termos de fungdes Fregeanas ou das assim chama-
das ‘fungdes proposicionais’ Russellianas: uma vez que nimeros cardinais sao compreendidos
como conceitos ou fungdes proposicionais de ordem superior nos termos considerados acima, a
existéncia de infinitos nimeros naturais distintos (e, de fato, de nimeros em geral, incluindo-se
al nimeros transfinitos) depende da existéncia de objetos ou individuos na base da hierarquia.

De fato, em Principia a nocao de classe é inteiramente supérflua, uma vez excluidas
consideragdes de conveniéncia notacional: tivesse Russell adotado uma hierarquia extensional
de fungdes proposicionais estratificada em tipos simples andloga aquela de Frege, seria possivel,
ao menos em principio, demonstrar todos os resultados da Aritmética que Principia estabelece
em termos do vocabulario da teoria dos conjuntos nos termos da estratégia adjetiva, embora
isso implique o uso de uma notagdo cuja complexidade torne a tarefa quase impraticavel.

Podemos entdo caracterizar o que estou chamando de‘forma compartilhada’da tese lo-
gicista nos seguintes termos. Primeiro, temos uma hierarquia dos niveis de expressoes estrutu-
rada em termos dos tipos simples (de fun¢des em geral no caso de Frege e das assim chamadas
fungoes proposicionais no caso de Russell). A adogao dessa hierarquia de niveis, por sua vez,
tem duas consequéncias para a fundamentagao logicista da Aritmética. A primeira é que ela
leva, inevitavelmente, ao compromisso — explicitamente articulado ou ndo — com o que hoje
chamamos de axiomas de compreensao para varidveis de ordem superior. A segunda é que —
uma vez que adotamos a tese central que é compartilhada por Frege e Russell de que atribuigdes

30 Cf. WHITEHEAD & RUSSELL, 1925, se¢ao *20. A contrapartida ontologica desse dispositivo formal,
claro, ¢ a ideia de que”[...] classes nao podem ser consideradas parte da mobilia definitiva do mundo”
(RUSSELL, 1919, p.182; minha traducao). O sucesso dessa estratégia, claro, depende crucialmente da
espécie de explicagdo que é oferecida para a nogdo de funcao proposicional. Para discussoes a esse res-
peito, veja-se, por exemplo, LANDINI, 1998, LINSKY, 1999 e FERREIRA, 2022, capitulo 4.

31 Le., alinguagem da teoria dos conjuntos.

32 E plausivel, alids, a hipétese interpretativa de que o tinico motivo ou razio genuina que Frege possuia
para introduzir nimeros como objetos era a necessidade dessa suposi¢ao na prova esquematicamente
indicada nos Fundamentos e demonstrada em detalhe nas Leis Bdsicas de que a totalidade dos nimeros
naturais € infinita. Para uma defesa dessa posigao, veja-se DUMMETT, 1991, especialmente o capitulo 11.
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a ideia que nimeros sao objetos mas sim conceitos de ordem superior — a existéncia de uma
totalidade infinita {0,1,2,3,...,n, n+1,...} de nimeros naturais distintos depende da existéncia de
uma totalidade infinita de objetos do tipo ‘mais baixo’. Como afirmei na breve introdu¢ao do
presente texto, minha proposta interpretativa é que essa forma de logicismo‘compartilhada’por
Frege e Russell que acabamos de discutir é o alvo de Wittgenstein em 6.031.

2. O ‘Logicism0’ po Tracrartus E A ReJeicAo po LoGicismo
DE FREGE E RUSSELL EM 6.031

As razdes de Wittgenstein para rejeitar a hierarquia dos niveis sao, em linhas gerais, claras
e bem conhecidas. O ponto fundamental de Wittgenstein contra a tentativa de construir a gra-
matica da Légica nos termos propostos por Russell em Principia Mathematica é que“na sintaxe
l6gica, o significado de um sinal nunca pode desempenhar papel algum”.* As regras da sintaxe
l6gica, nos diz Wittgenstein, devem”[...] poder estabelecer-se sem que se fale do significado de
qualquer sinal”, podendo-se “[...] pressupor apenas a descrigao das expressoes”.* A hierarquia
dos niveis apresentada tanto nos termos de Frege quanto de Russell violam a demanda feita
por Wittgenstein nesses aforismos. O papel sintatico de fungdes e nomes proprios — frequente-
mente elucidados por Frege em termos da metafora da saturagao® — sao explicados em termos
do tipo de entidade que essas expressoes representam: o papel de nomes proprios — expres-
sOes completas ou‘saturadas’ — é referir a objetos, enquanto simbolos funcionais — expressoes
incompletas ou ‘insaturadas’ — tém sua referéncia determinada apenas quando recebem de-
terminacdo de seus argumentos ou de uma funcao de ordem superior.** Aqui — novamente,
ressalvas acerca de detalhes a parte — cabem consideragdes anadlogas com respeito as fungdes
proposicionais Russellianas que, de acordo com Principia, sao”“ambiguidades aguardando de-
terminagdo”: uma expressao de Principia como“\y!z” tem seu papel sintdtico oposto ao papel
dos nomes proprios e das varidveis individuais e a distingao de ‘tipo’ entre as assim chamadas
‘fungdes’proposicionais é explicitamente explicado por Russell em termos do dominio de alcan-
ce dessas variaveis (variaveis do tipo mais baixo tendo como valores individuos do nivel mais
baixo, depois fungoes predicativas de individuos, fungdes predicativas de fung¢des de individuos,
e assim por diante). Como coloca Wittgenstein se referindo explicitamente a Teoria dos Tipos de
Russell, o suposto erro aqui”[...] revela-se no fato de ter precisado falar do significado dos sinais
ao estabelecer as regras notacionais”*, sendo que as regras para o uso correto das expressoes em
questao deveriam“[...] evidenciar-se por si proprias, bastando apenas que se saiba como*® cada
sinal designa”.* Assim, a formulagao da hierarquia dos niveis de Frege e Russell viola uma das

33 TLP 3.33. Essa divergéncia aparece de maneira clara em afirmagdes feitas pelo préprio Russell, que ap6s
ler o Tractatus pela primeira vez, afirmou o seguinte em correspondéncia Wittgenstein, se referindo
explicitamente ao aforismo 3.331:“The theory of types, in my view, is a theory of correct symbolism:
(a) a simple symbol must not be used to express anything complex; (b) more generally, a symbol must
have the same structure as its meaning.” (McGUINNESS, 2008, p.96). A resposta de Wittgenstein é que
a estratégia de Russell ¢é ilegitima: “That’s exactly what one can’t say.You cannot prescribe to a symbol
what it may be used to express. All that a symbol can express, it may express. This is a short answer but
it is true!” (McGUINNESS, 2008, p.99).

34 TLP 3.33, nossa énfase.
35 Cf. FREGE, 1892.

36 Novamente, o caso tipico sendo o dos quantificadores.
37 TLP 3.331.

38 E, presumivelmente, ndo o que cada sinal designa.

39  TLP3.334.
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teses fundamentais do Tractatus: que tudo “o que pode ser mostrado nao pode ser dito”*. Para
Wittgenstein, uma explicagao correta da sintaxe légica deve mostrar ou exibir adequadamente
o que nado pode ser descrito por proposi¢oes genuinas?, i.e., aquilo que Wittgenstein chama de
propriedades e relagoes internas* e também o que ele chama de conceitos formais** que“[...]
nao podem, como os conceitos propriamente ditos, ser representados por uma fungao”.**

A propria nogao de namero no Tractatus é um conceito formal.* Explicitamente se opon-
do a Frege e Russell, Wittgenstein afirma que conceitos formais devem ser representados em
uma notagao adequada por“|[...] varidveis, nao por fungdes ou classes”.*® E este erro, isto é, ana-
lisar as proposi¢oes da Aritmética nos termos da hierarquia dos niveis de fungoes e conceitos
— em particular, analisando atribui¢des numéricas como sendo essencialmente assergdes sobre
conceitos ou fungdes proposicionais — e nao, estritamente, o apelo a teoria dos conjuntos que,
da perspectiva do Tractatus, consiste no pecado original do logicismo de Frege e Russell.

Dessa perspectiva, os dois aspectos do logicismo ‘compartilhado” de Frege e Russell que
considerei acima sao dois sintomas de uma enfermidade mais grave. Sobre a necessidade de
axiomas de compreensao, o problema fundamental é que axiomas desse tipo acarretam com-
promissos ontoldgicos de acordo com a interpretagao ou‘modelo” que se adota com respeito a
hierarquia dos niveis. Se a estrutura da teoria dos tipos simples for compreendida nos termos da
interpretagao mais natural de Principia Mathematica, por exemplo, de acordo com a qual ‘fun-
¢Oes proposicionais predicativas’sao tratadas como entidades intensionais, i.e., enquanto uma
teoria de atributos ou propriedades, o que o axioma afirma é que dada uma férmula qualquer
da linguagem objeto de Principia ha uma propriedade ou relacao F tal que a férmula aberta
“F(x,...x )" ¢ equivalente a”A[x,,...,x |"para todos os argumentos x;,...,x , onde A ¢ uma férmula
arbitraria da linguagem objeto”. A queixa de Wittgenstein com respeito a essa pressuposi¢ao
da Logica Russelliana é bastante simples e direta: o que nos autoriza a introduzir, enquanto leis
légicas, tais axiomas? A resposta de Wittgenstein, claro, ¢ que nada nos autoriza a fazer tal coisa.
Para Wittgenstein, axiomas de compreensao como o Axioma da Redutibilidade de Principia s6
podem ser verdadeiros “acidentalmente”, como ele coloca 6.031. Este ponto é também elabo-
rado em 6.1231-6.1232, onde Wittgenstein menciona explicitamente o axioma. Ali Wittgenstein
nos diz que “a validade geral da logica pode ser chamada de essencial” em contraste com as
proposicoes do dia-a-dia e das ciéncias empiricas:

Proposigdes como o “Axiom of Reducibility” de Russell nao sao proposigoes logicas e
isso explica nosso sentimento: de que elas, se verdadeiras, s6 poderiam, contudo, ser
verdadeiras por um feliz acaso.*®

O que fundamenta essa afirmacao é o fato de que “[...] pode-se pensar em um mundo
onde nao valha o’Axiom of Reducibility””** e que “[...] a 16gica nada tem a ver com a questao

40 TLP 4.1212.
41 TLP 4.1213.
42 Cf.TLP 4.122.
43 Cf. TLP 4.126.

44 TLP 4.126. Aqui, claro, o que Wittgenstein esta dizendo se aplica igualmente as fungdes Fregeanas ou as
fungdes proposicionais Russellianas.

45 Cf.TLP 4.1272.

46 TLP4.1272.

47 Mutatis mutandis, consideragdes similares se aplicam a fung¢des e conceitos Fregeanos.

48  TLP 6.1232.

49 TLP 6.1233. De fato, essa foi uma objegao que Wittgenstein ja havia elaborado explicitamente em 1913
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de saber se nosso mundo realmente é ou ndo assim”.*® Como afirma Wittgenstein em 6.1222,
uma proposigao da légica nao pode “admitir refutacao por nenhuma experiéncia possivel” e
“tampouco pode admitir confirmagdo por uma tal experiéncia”. Fica claro porque o Axioma
da Redutibilidade viola essa demanda quando consideramos o papel que ele cumpre no trata-
mento de Principia da nogao de identidade. Como é bem sabido, Whitehead e Russell definem
o sinal de identidade do seguinte modo:**

x=y=p(F)(Fx > Fy)

Onde“F” ¢ uma variavel de tipo simples arbitrario ou, na terminologia de Principia, uma
variavel funcional ‘predicativa’. Dessa defini¢ao, segue-se que dois objetos a e b sao distintos se,
e somente se, ha algum F tal que (ou, na terminologia de Principia, ha alguma funcao predica-
tiva verdadeira de a que ndo é uma fungao predicativa de b). A dificuldade aqui é sucintamente
colocada por Wittgenstein nos seguintes termos:

“__n

A defini¢ao de Russell para”="nao ¢ satisfatéria, porque nao se pode, segundo ela, dizer
que dois objetos tém todas as propriedades em comum. (Mesmo que essa proposigao
nunca seja correta, ela tem, toda via, sentido.)*>

Aqui o leitor poderia objetar que a necessidade do Axioma da Redutibilidade é uma pe-
culiaridade da logica Russelliana tal como apresentada na Introducao da primeira edi¢do de
Principia Mathematica, onde Russell expde o que ficou conhecido como teoria dos tipos ‘rami-
ficada’. De maneira geral, isso é certamente correto:® o Axioma da Redutibilidade afirma que
dada uma fungao proposicional qualquer de ‘ordem” arbitraria, ha uma func¢ao proposicional
predicativa (i.e., da ordem mais baixa compativel com seus argumentos) equivalente a essa
fungao de ordem arbitraria. De fato, o Axioma da Redutibilidade — que, cabe lembrar, funciona,
para todos os efeitos e propdsitos, como axioma de compreensao de Principia — cumpre o papel
de desfazer as limitagdes da assim chamada ‘ramificagao’da hierarquia dos tipos e, claro, Frege
jamais sequer considerou restri¢oes dessa espécie na sua formulagao da hierarquia dos niveis de
expressoes: a Logica Fregeana, ao contrario daquela de Principia, ja de inicio s6 trata de fun¢des
concebidas de maneira puramente extensional® e sem a possibilidade de distingdes no inte-

quando compds as Notes on Logic:“Imagine we lived in a world in which nothing existed except 0 things
and, over and above them, only a single relation holding between infinitely many of the things and in
such a way that it did not hold between each thing and every other thing and further never held betwe-
en a finite number of things. It is clear that the axiom of reducibility would certainly not hold good in
such a world. But it is also clear to me that whether or not the world in which we live is really of this kind
is not a matter for logic to decide.” (McGUINNESS, 2008, p.58) No seu ensaio classico, The Foundations
of Mathematics, Ramsey levanta uma objecdo similar (cf. RAMSEY, 1926, p.57).

50 TLP 6.1233.

51 Ver WHITEHEAD & RUSSELL, 1925, segao *13. Whitehead e Russell empregam em sua formulagao a
notagao“F!x”para indicar que uma variavel funcional F é predicativa e pode ser ligada a quantificador,
por oposigdo a uma variavel impredicativa que s6 ocorre livre. O uso dessa notagao e dessa distingao
¢ alvo de disputas interpretativas que apesar de importantes, podemos desconsiderar aqui (ver, por
exemplo, CHURCH, 1976, LANDINI, 1998, LINSKY, 1999 e FERREIRA, 2022, capitulo 4).

52 TLP55302.

53 Embora deva ser notado que a natureza e propdsito dessa assim chamada ramificagao e a questao de
como a sintaxe da linguagem objeto de Principia pode ou deve ser interpretada sdo temas de diversas
disputas ainda vigentes na literatura (veja-se, novamente, CHURCH, 1976, LANDINI, 1998, LINSKY,
1999 e FERREIRA, 2022, capitulo 4).

54 E, claro, de extensoes como parte do aparato primitivo do seu sistema.
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rior de um mesmo nivel de acordo com o tipo de quantificagao que a especificagao da fun-
cao‘envolve’. Tudo isso, no entanto, € irrelevante para o ponto geral que estou apresentando.
O que estou sugerindo é justamente que a presenga e a necessidade de introduzir um axioma
de compreensao impredicativo como o Axioma da Redutibilidade é apenas um sintoma parti-
cular do que, para Wittgenstein, era um vicio geral compartilhado por Frege e Russell: o vicio,
de maneira breve, é a necessidade de assumir, em uma forma ou outra, axiomas que garantem
a existéncia de fung¢des, conceitos, relagdes, etc... no interior do que aqui estamos chamando de
‘hierarquia dos niveis’. Para estabelecer isso, basta considerarmos brevemente um movimento
que ¢ explicitamente criticado por Wittgenstein no Tractatus™ que tanto Frege quanto Russell
realizam — de maneiras exatamente andlogas — em suas magna opera: a saber, a maneira através
da qual eles definem a nogao de nimero natural (e, de fato, o modo geral como eles tratam a
nocao de sucessao em uma série).

Como ¢ bem sabido, Frege e Russell definem a classe dos nimeros naturais (e demons-
tram o principio de indugao matematica) apelando a nogao de ancestral com respeito a uma
relagao R que, por sua vez, ¢ definida em termos das propriedades hereditarias dos termos de
uma série gerada por uma relagao R. De maneira simplificada, a defini¢do de‘a é um ancestral
de b com respeito a relagao R’ compartilhada por Frege e Russell é a seguinte:

aRx«b=) (F)(Fa.(x)(y)(xRy.Fx.o5.Fy).>.Fb)

E apelando a essa ideia que, de maneira analoga aquela de Frege, Russell e Whitehead
definem a nogdo de nimero natural em termos da relacdo (+1)«, onde‘(+1)’ é relacdo que se
mantém entre um nimero # e seu sucessor imediato # + 1, ou seja: um ntimero natural é qual-
quer coisa que pertence ao conjunto Nc Induct = ao{a(+1), 0}, ou como Russell coloca, a
‘posteridade de 0 com respeito a relacao de predecessor imediato’.”® Em simbolos:

Nc Induct (a):Df(F)(FO,(B)(y)(y: B+1.FB.oFy).oFa)

Reiterando uma critica feita por Poincaré, de acordo com a qual a defini¢ao de Frege e
Russell da nogdo de nimero natural contém uma circularidade viciosa®, Wittgenstein afirma
que “¢é falsa” a maneira como Frege e Russell “pretendem exprimir proposi¢des gerais como a
formulada acima”, i.e., ‘b é um sucessor de a’em uma série gerada por uma dada relagao R.*®
Bom, justamente o componente essencial da teoria dos ntiimeros naturais de Principia que torna
viavel a estratégia que Wittgenstein esta criticando é o Axioma da Redutibilidade: é a presenca
do axioma que permite a Russell introduzir o que Poincaré chamou de ‘circularidade viciosa’,
i.e., de empregar na prépria definicdo de”” uma varidvel F cuja totalidade de valores incluem
a propria relacao . A critica de Wittgenstein, no entanto, parece ainda mais radical do que a de
Poincaré. A ‘circularidade” ¢ um sintoma mais geral da tentativa de explicar um conceito for-
mal — a nogdo de sucessdo em uma série e a propria nogao de nimero natural e de indugao

55 Cf.TLP 4.1273.

56 RUSSELL, 1919, p.22-3.Ver também WHITEHEAD & RUSSELL, 1925, pp.543-44 e 1927, pp.200-201.
Cabe lembrar que, para Frege, nimeros sao cursos de valores ou extensoes e, para Russell, atribui¢des
numéricas sao definidas contextualmente em termos de afirmagoes que empregam propriedades de
nivel/tipo superior.

57 De acordo com Wittgenstein ela”contém um circulus vitiosus” (TLP 4.1273).
58 TLP 4.1273.
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matemadtica — recorrendo a linguagem da hierarquia dos niveis. Frege e Russell sao obrigados™
a recorrer — novamente, no caso de Frege implicitamente e no caso de Russell explicitamente
— a axiomas de compreensao que garantem que existéncia, no interior da hierarquia dos niveis,
de propriedades ou conceitos tais como‘ancestral de a na série-R’,"ancestral de 0 com respeito a
relagdo +1’, e assim por diante. E isso que, para Wittgenstein, é simplesmente inaceitavel. Esses
conceitos sao conceitos formais, e como Wittgenstein coloca na sequéncia imediata do aforismo
que critica a definigao de Frege e Russell,“a questao da existéncia de um conceito formal é um
contra-senso”, pois“nenhuma proposicao pode responder a uma tal questao”.*

Exatamente o mesmo ponto cabe com respeito ao segundo aspecto do logicismo de Frege
e Russell que consideramos na secao anterior. A necessidade de um axioma do Infinito surge
em Principia porque Russell tenta, como afirma Landini, ‘emular’ uma teoria de tipos simples
de classes com base em uma hierarquia de ‘fungdes proposicionais®® (i.e., atributos ou pro-
priedades), algo que Frege tentou evitar de maneira catastrofica assumindo sua Lei Basica V.
O resultado, como vimos, é que atribui¢des numeéricas, de acordo com essa analise, consistem
em asser¢oes que afirmam de uma dada fungao F de um dado nivel n, que ela satisfaz uma
funcao de nivel superior M cujas condi¢oes de atribui¢ao sao exatamente andlogas aos assim
chamados ‘quantificadores numericamente definidos’. Daf resulta que uma totalidade infinita
de namero naturais ‘existe”apenas se, no nivel mais baixo da hierarquia, ha uma totalidade de
pelo menos ‘individuos’ou‘objetos’. A dificuldade aqui é a mesma apontada acima: novamente,
a critica de Wittgenstein é que, por terem analisado o conceito formal de ‘nimero’ em termos
da hierarquia de fung¢des e fungdes proposicionais, Frege e Russell foram levados a formular
supostos resultados que, de acordo com Wittgenstein, sdo completos contrasensos, como“1 é
um numero” e “ha apenas um zero” (para usar os exemplos do préprio Tractatus).* Que essa
€ a critica de Wittgenstein nesses aforismos fica ainda em maior evidéncia quando atentamos
ao aforismo que, no sistema de numeragao do Tractatus, segue imediatamente o conjunto de
aforismos 4.127-4.1274:

4128  As formas légicas sao inumeraveis [sind zahllos]. Por isso nao ha na logica ni-
meros proeminentes, e por isso ndo ha monismo ou dualismo filoséfico, etc.

O que Wittgenstein afirma aqui é uma critica explicitamente dirigida as diversas men-
¢oes que Russell e Whitehead fazem em Principia a possibilidade de que o assim chamado
‘Monismo’, i.e., a tese de que ha um unico individuo ou objeto do tipo mais baixo, seja verda-
deira.®® Em Principia, essa possibilidade, é claro, inviabilizaria a prova de diversos resultados de-

59 E como ja foi observado, a for¢a desses axiomas esta presente no sistema de Frege nas regras de substi-
tuicdo para variaveis de ordem superior. E sem compreensao impredicativa simplesmente nao se pode
provar o principio de indugdo em suas formas mais robustas.

60 TLP 4.1274. Note-se que a segunda parte desse mesmo aforismo, na qual Wittgenstein afirma que“Por-
tanto, ndo se pode perguntar, p.ex.:'Hé proposi¢oes sujeito-predicado nao analisdveis?’”parece apontar
para outra objegao contra o Axioma da Redutibilidade que, da perspectiva do Tractatus, é irremediavel:
o0 axioma pressupde a forma das proposi¢des elementares, no entanto, ndo podemos adentrar nesse
ponto aqui por razdes de escopo e espaco, assim o deixamos para outra ocasido.

61 Ver LANDINI, 2011b, pp.115-124.
62 Cf.TLP 4.1272.

63  Aqui cabe um breve esclarecimento acerca da nogao de ‘monismo’e seu uso por Whitehead e Russell.
Em sua acepg¢ao mais geral ou radical, a tese monista € a tese segundo a qual toda distingao €, estrita-
mente, espuria e que toda e qualquer complexidade — incluindo a pluralidade ou multiplicidade onto-
légica, dos entes’— é também esptria. Em Principia, no entanto, Whitehead e Russell usam“monismo”
de forma mais especifica, para se referir a tese de que ha um tnico individuo em um dado tipo simples,
em particular, no tipo simples mais baixo da hierarquia (veja-se, por exemplo, a passagem citada acima
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sejaveis da teoria dos conjuntos e faria a Aritmética elementar colapsar. De fato, ha pelo menos
quatro mengoes da possibilidade do"Monismo’no primeiro e segundo volumes de Principia. A
primeira ocorre na se¢ao *24. Comentando o teorema que estabelece que em todos os tipos o
conjunto vazio A é distinto do conjunto universal V, Whitehead e Russell escrevem:

If the monistic philosophers were right in maintaining that only one individual exists,
there would be only two classes A and V,V being (in that case) the class whose only
member is the one individual. Our primitive propositions do not require the existence of
more than one individual.**

A segunda ocorre em um comentario sobre o teorema * 50 - 33 cujo contetdo especifico

nao ¢é diretamente relevante para nossos propositos. O que é relevante, no entanto, ¢ o antece-
dente ou hipétese do teorema, a saber (3x,y).x # y. Whitehead e Russell observam:

In the above proposition (*50.33), the hypothesis [...] is equivalent to the hypothesis
that more than one object exists of the type in question. For the lowest type, we can only
prove the existence of at least one object: this is proved in *24.52. For the next type, we
can prove the existence of at least two objects, namely, A andV; these are distinct, by
*24.52. For the next type, we can prove the existence of 2?objects; for the next, 2¢, etc. But
for the class of individuals we cannot prove, from our primitive propositions, that there
is more than one object in the universe [...] we might, of course, have included among
our primitive propositions the assumption that more than one individual exists, or some
assumption from which this would follow, such as:

(A, x,v).pla.~gly

But very few of the propositions which we might wish to prove depend upon this as-
sumption, and we have therefore excluded it. It should be observed that many philoso-
phers, being monists, deny this assumption.®

E importante notar que a afirmacao de que“poucos resultados” dependem da hipétese de

que héd mais de dois individuos é provavelmente um gracejo (muito provavelmente da parte de
Russell): como nota Boolos®, poucos resultados podem depender dessa hipétese em particular,
mas sem um numero suficientemente grande de individuos distintos no nivel mais baixo da hie-
rarquia dos tipos ndo é possivel provar que as inequagdes 2 # 3 # 4, etc., sdo validas em todos os
tipos. De fato, a terceira mencao da tese monista € justamente em rela¢ao a esse ponto especifico:

[...] suppose that the whole universe consists (as monists aver) of a single individual. Let
us call the type of this individual “Indiv”. Then N /C(Indiv) will consist of 0 and 1, i.e.

64
65
66

(WHITEHEAD & RUSSELL 1925, p.216)). Nesse sentido mais estrito, a complexidade ontolégica nao é
completamente excluida dado que, se no tipo simples mais baixo ha um tnico individuo 4, temos enti-
dades de tipos simples diferentes quando‘acendemos’na hierarquia. Cabe notar, entretanto, que se em
um dado tipo simples temos um tnico individuo a, nao hd nenhum individuo que é distinto de a, mes-
mo que em outros tipos simples tenhamos propriedades distintas F, G, etc..., uma vez que, de acordo
com a teoria dos tipos simples, a identidade é uma relagao que sé pode ser significativamente afirmada
ou negada de pares de individuos de um mesmo tipo simples. Agradeco ao parecerista anéonimo que
aptamente observou a necessidade de esclarecer esse uso de ‘monismo’. Devo agradecer também ao
professor Gregory Landini que aponta as diferentes mengdes do‘monismo’ em Principia em um texto
que ele generosamente me permitiu a leitura antes de sua publicacdo.

WHITEHEAD & RUSSELL, 1925, p.216.
WHITEHEAD & RUSSELL, 1925, p.335.
Cf. BOOLOS, 1998, p.256.
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N, C(Indiv) = 1’0 U1

But in the next higher type, there will be two members, namely A and Indiv. Thus
N, C(Indiv) = v'0 U1 U2

Similarly N,C(Indiv) = 0 UVl U2 UV3 U4

the members of t'+'Indiv being A M t'Indiv, v'A, V' Indiv, " AU VIndiv; and so on. (The
greatest cardinal in any except the lowest type is always a power of 2).¢”

Finalmente, temos a quarta mengao do monismo, que trata especificamente do ponto
mencionado por Wittgenstein em 4.1272:

We have 3!0 (153 - 12) and 3!1 (153 - 34), but from our primitive propositions we
cannot deduce 3!2 unless we rise above the lowest type of relations. The case is exactly
analogous to that of 3!2 (cf. #*101); [...] But if monists aver, there is only one individual
we shall not have 3!2 in the type of relations of individuals to individuals. Our primitive
propositions do not suffice to disprove this supposition.*

Essa dltima menc¢dao do monismo trata especificamente do ponto mencionado por
Wittgenstein em 4.1272. Aqui Whitehead e Russell explicam a impossibilidade de provar, em
um tipo arbitrério, a existéncia e unicidade do que Principia chama de o‘ntiimeros-relacional’®”
[relation-number] 2_(identificado com o ntimero ordinal 2 no terceiro volume da obra). Aqui fica
claro que esse é o alvo de Wittgenstein quando ele afirma que“Tanto é um contra-senso dizer
‘hé apenas um 1’quanto o seria dizer:'2+2 é as 3 horas igual a 4’”” e quando ele faz referéncia
ao’monismo’e ao‘dualismo’em 4.128.

Tudo isso, espero ter mostrado, fornece forte evidéncia para minha hipédtese inicial: que a
afirmacao de Wittgenstein que a teoria das Classes é supérflua para a Matemdtica é uma critica
a tentativa de reconstruir a Matematica — a Aritmética em particular — em termos do aparato
conceitual da teoria dos tipos simples originada na hierarquia dos niveis de fun¢oes e fun¢oes
proposicionais no interior da qual atribui¢oes numéricas sao analisadas em termos de asser¢oes
sobre conceitos ou fungdes proposicionais (i.e., atributos), e ndo meramente uma critica ao uso
da Teoria dos Conjuntos na Matematica.

Voltando, entdo, ao meu objetivo inicialmente apresentado, penso que essas considera-
¢Oes podem nos ajudar a ter maior clareza sobre a motivacao do assim chamado‘logicismo sem
classes”do Tractatus. Colocando as coisas de maneira breve, a versao da tese logicista defendida
por Wittgenstein no Tractatus pode ser compreendida como uma generalizagio ou versao radi-
calizada da estratégia adjetiva rejeitada por Frege.”" O ponto de partida para essa generaliza¢ao
€ dado no Tractatus nos seguintes aforismos:

4.127 A variavel proposicional designa o conceito formal e seus valores designam os
objetos que caem sob esse conceito.

S6 se pode exprimir o termo geral de uma série formal por uma variavel, pois o conceito
de termo dessa série formal € um conceito formal.

67  WHITEHEAD & RUSSELL, 1927, p.8.

68  WHITEHEAD & RUSSELL, 1927, p.325.

69 Cf. WHITEHEAD & RUSSELL, 1927, *153.

70  TLP4.1272.

71 A ideia de que o Tractatus oferece uma radicalizagao da estratégia adjetiva € defendida em POTTER, 2000.
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2021 Podemos determinar o termo geral da série formal especificando seu primeiro termo e a
forma geral da operacao que gera o termo seguinte a partir da proposigao precedente.”

A generalizagdo em questao consiste em subsumir o caso que Frege e Russell tomam
como paradigmatico e mais fundamental de atribuigdes numéricas — a saber, enumeragao ou
‘contagem’das entidades o' que caem sob um conceito ou fung¢ao proposicional I'” — sob a no-
¢ao mais geral de enumeragao ou contagem de aplicagdes de uma dada operagao a um termo
de uma série formal. Como coloca Cuter, “[...] a estratégia de Wittgenstein é mostrar que a con-
tagem de objetos é apenas um caso especial de contagem de aplicagdes sucessivas de operagdes
l6gicas”.”” Novamente, sendo bastante breve, a estratégia do Tractatus consiste em adotar uma
recursao como a seguinte enquanto fundamento da Aritmética:™

Qo t)=t
QD(t) =Q(Q" (1))
Essa recursao define nimeros como expoentes de uma operagao logica qualquer — seja
ela uma operagao de verdade ou nao.” No caso de uma operagao de verdade, expoentes nu-
méricos registram as aplicagOes sucessivas que, a partir de uma base e a operagdo em questao,

geram uma série de proposi¢oes como a seguinte (onde N é o operador proposicional de nega-
cao generalizada do Tractatus):"

N(p)=p
N'(p)=N(p)
N?*(p)=N(N(p))
O caso que Frege e Russell tomaram como sendo o mais fundamental —i.e., contagem de

objetos—se torna um caso particular da aplicagao dessa forma geral. Um caso paradigmatico é
dado pela série formal”” determinada pela expressao”[aRb, aSb, R|S]”, a saber:

aRb
(Ix):aRx.xRb
(Ix)(Jy):aRx.xRy.yRb
(Ix)(Jy)(Fz):aRx.xRy.yRz.zRb

72 TLP4.1273.
73 CUTER, 2013, p.90.
74 Ver TLP 6.02-03. Aqui estamos seguindo uma reconstrucao simples sugerida por Potter (2000, pp.178-9).

75  Ver CUTER, 2005 para uma discussao detalhada sobre operagdes de verdades e operagdes em geral no
Tractatus.

76 A série em questao apesar de ser instrutiva do ponto de Wittgenstein de que a contagem de objetos é
um caso particular da contagem de operagdes, como nota Cuter, ndo é muito interessante, sendo o que
podemos nos referir como uma série‘entediante’ ou’enfadonha’ (CUTER, 2013, p.87).

77  Tomamos emprestada aqui a formulagao de Geach (1981, p.170). Recorde-se que aqui“aRb”é o termo
inicial da série, “aSb” é um termo arbitrario da série e R1S é a operacdo a ser reiterada na geragao de
cada termo sucessivo da série a partir do termo inicial, onde“R 15”¢é o que Whitehead e Russell (1925,
*34) chamavam de‘produto relativo’de R e S, isto é, a relagdo que se mantém entre a e b se, e somente
se existe um x tal que aRx e xSb, sendo S nesse caso uma instancia de n reiteragdes do produto relativo
de R com ela prépria, ou seja RIR, RIRIR, RIRIR|R, etc...
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E empregando a nogao de uma forma geral de séries de proposicdes como essa acima que
o Tractatus expressa atribuigdes numeéricas sem recorrer a uma teoria dos tipos de atributos e
sem empregar a no¢ao de identidade ou Axiomas da Redutibilidade. Uma proposi¢ao como‘a
ndo ¢ um ancestral de b com respeito a relagao R’, por exemplo, é obtida negando a totalidade
dessa série; ‘a € um ancestral de b com respeito a relacao R’ é obtida por meio da afirmagao
de alguma proposigao dessa série; "Ha dois termos na série R’,"H4 trés termos na série R’,"Ha
quatro elementos na série R, e assim por diante, sao afirmadas, cada uma delas, através da afir-
macao de um ntmero determinado de termos dessa série até um certo ponto, e o mesmo vale
para uma proposi¢ao como ‘a estd a“n-passos”de b com relagdo a série gerada pela relagao R’.
O numero aqui € o‘indice” que rastreia quantas reitera¢des da operagao R|S” foram aplicadas a
base inicial aRb, ou seja, quantos ‘passos’na série R separam a de b, por assim dizer. Esse é o
modo como Wittgenstein dispensa’, no Tractatus, a teoria das classes.*’

O que espero ter tornado claro — ou pelo menos plausivel — até aqui é que Wittgenstein,
de fato, dispensa muito mais do que apenas a teoria dos conjuntos, i.e., que a conclusao apre-
sentada em 6.031 pode — e talvez deva — ser lida como um diagnostico ainda mais geral de quao
mal orientado o projeto logicista de Frege e Russell era da perspectiva do Tractatus.

3. O PareL DA NoCAO DE CLASSE NO TRACTATUS

Encerrando minha discussdo, gostaria de fazer algumas observagdes sobre o papel da
nocao de classe no Tractatus. Para esse fim, tomo como ponto de partida a seguinte passagem
de um artigo curto porém de grande importancia no qual Peter Geach discute a possibilidade
de expressar proposi¢oes contendo generalidade com o operador N. Neste texto, encontramos
a seguinte passagem:

Notice that although the class-of-propositions notation is iterated, we do not get classes
of classes of propositions, but only classes of propositions. Wittgenstein was exaggerating
when he said that the theory of classes is altogether superfluous in mathematics (6.031) for he
cannot get on without classes of propositions. But his set theory is very rudimentary: it has
no null class, nor has it classes of classes; and by the same token it can never generate
any Russellian paradoxes. About the set theory in the Tractatus, the excuse that it is only a
very little one may reasonably be heard from a defender of Wittgenstein.®!

Nao ha nada estritamente errado nas afirmagoes de Geach, mas ha uma ‘implicatura’,
digamos, que pode ser naturalmente extraida do que ele afirma, a saber: que a nogdo de’classe’,
de acordo com o Tractatus, € uma nogao completamente espuria do ponto de vista da Légica e
da Matematica. E isso pode ser um equivoco, dependendo do que se quer dizer.

Para evitarmos discutir mera terminologia, podemos deixar claro desde ja que, de acordo
com o Tractatus, do ponto da Ldgica e da Aritmética, a nogao Cantoriana de classe ou con-
junto [Menge] enquanto uma entidade ou objeto distinto de seus membros ¢ esptria; a nogao
Fregeana de extensao ou curso de valor de uma fungao [Wertverliufe] enquanto um objeto 16gi-
co é espuria; a nogao Russelliana de classe ou extensdao de uma fungao proposicional enquanto

78 Novamente, onde S é qualquer instancia de n reiteracoes do produto relativo de R com ela propria,ou
seja RIR, RIR|R, RIR|RIR, etc...

79 Isto é, para os propositos de fundamentagao da Aritmética.

80 Novamente, para uma discussao detalhada do Logicismo Tractariano referimos o leitor ao estudo
CUTER, 2005.

81 GEACH, 1981, p.169. Nossa énfase.
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uma ‘ficgao’ ou’construgao’ logica também ¢é espuria. Isso ndao quer dizer, entretanto, que, para
Wittgenstein, a nogao de classe pode ser completamente dispensada. Nessa tdltima segao, ao
contrario, gostaria de chamar atengao para o fato de que Wittgenstein esta dizendo que a Teoria
das classes € esptria, nao que a nogao de classe o é.

De fato, a nogao de classe é empregada varias vezes no Tractatus — implicita ou expli-
citamente — em lugares cruciais. Dois exemplos do uso implicito da nogao de classe ocorrem,
respectivamente, na introdugao do operador N nos aforismos 5.5’s (em particular 5.501-02) e da
forma geral da proposigao nos aforismos 6-6.001. Nao é apenas legitimo parafrasear as afirma-
¢oes de Wittgenstein feitas nesses aforismos utilizando a nogao de uma classe de proposigoes,
mas essa mesma nogao tem um papel essencial a cumprir, como Wittgenstein deixa claro, nos
aforismos em que ele introduz a nogao de variavel proposicional e a nogao crucial de selecao
formal ou aplicagao seletiva®™ de uma operagao. Veja-se, por exemplo:

3.315 Se transformamos em variavel uma parte constituinte de uma proposigao, ha uma
classe de proposigdes que sao todos os valores da proposigao varidvel assim originada.
Em geral, essa classe depende ainda do que noés, segundo uma convengao arbitraria,
queremos significar com partes daquela proposigao. [...]

3.316 Os valores que a variavel proposicional pode assumir sao fixados. A fixagao dos
valores ¢ a variavel.

3317 A fixagao dos valores da varidvel proposicional é a especificacdo das proposigdes
cuja marca comum € a variavel.

O que Wittgenstein esta dizendo aqui é bastante simples: dada uma proposi¢ao completa
como’aRb’podemos, de acordo com uma convengao arbitraria — por exemplo, colocando varia-
veis x, Y, z, etc... no lugar dos nomes“a”e”b” — utilizar esse sinal proposicional para obter o que
Wittgenstein chama de variavel proposicional, i.e., uma variavel cujos valores sdo proposicoes;
assim, uma expressao como”xRb”é uma variavel proposicional cujos valores consistem na tota-
lidade de proposi¢oes’aRb’,’cRb’, e assim por diante. O papel dessa variavel proposicional é jus-
tamente fazer um recorte ou uma selegao formal dessa totalidade, dessa classe de proposigdes
que, como Wittgenstein afirma,‘fixamos’ por meio de convengdes de como designar com sinais.

O que gostaria de chamar atengao é que o uso dessa nogao de classe de proposicoes en-
quanto uma totalidade — ou classe — formalmente selecionada é ineliminavel e essencial para os
propésitos do Tractatus. Tome-se, por exemplo, novamente, a série de proposi¢oes determinada
pela seguinte expressao:

[aRb, aSb, R|S]

ie.:
aRb, (3x):aRx.xRb,(3x,y):aRx.xRy.yRb...

Para que o’sistema’do Tractatus possa expressar o que Frege e Russell expressam em seus
sistemas por meio da nogao de propriedades hereditarias, como atribui¢des de cardinalidade
tais como‘ha zero termos na série-R’,’ha um termo na série’,’ha n termos na série-R’, e assim
por diante, é imprescindivel que se possa falar em totalidades formalmente selecionadas — i.e.,
classes de proposigoes — da forma xRy, xRb, aRy, aRx.xRb, etc.

Ao situar o papel desempenhado pela nogao de classe no Tractatus, o ponto fundamental
a ser observado é aquele proposto por Cuter e que também procurei enfatizar aqui discutin-
do a rejeicao Tractariana da assim-chamada ‘hierarquia dos niveis de Frege e Russell’: que a

82 Ver CUTER, 2005 para uma explicagao dessa nogao.
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Logica do Tractatus é uma Logica sem hierarquias®. A no¢ao de uma classe de proposi¢oes é
mantida por Wittgenstein como um dispositivo formal, a ser explicado em termos das nogoes
mais fundamentais de uma variavel proposicional e de generalidade: uma classe de proposigoes
nada mais é do que uma dada totalidade de valores formalmente circunscrita de uma variavel
proposicional.** O que Wittgenstein repudia € qualquer tentativa de dar substancia a nogao de
classe retificando-a termos de uma ontologia de objetos ‘correlacionados® a uma hierarquia
de fungdes, como fez Frege, ou mesmo explicando a nogao como sendo parasitaria da hierar-
quia subjacente de ‘fungdes proposicionais’ ou atributos como Whitehead e Russell o fizeram
em Principia. Seguindo a letra do Tractatus, poderiamos dizer: a teoria das classes é supérflua
na Matematica; precisamos apenas da no¢ao de uma totalidade formalmente selecionada de
proposigoes.®

Referéncias

BOOLOS, G. 1998.The Advantages of Theft Over Honest Toil. In: JEFFREY, R. (ed). Logic, Logic and Logic.
Cambridge, Massachusetts: Harvard University Press, pp.255-274.

CHURCH, A. 1940. A Formulation of the Simple Theory of Types. The Journal of Symbolic Logic. vol. 5, n.
2., pp. 56-68.

CHURCH, A. 1976. A Comparison of Russell’s Resolution of the Semantical Antinomies With That of
Tarski. The Journal of Symbolic Logic. vol. 41, n. 4, pp.747-60.

COCCHIARELLA, N. 1986. Frege, Russell and Logicism: A Logical Reconstruction. In: HAAPARANTA,
L. & HINTIKKA, ]. (eds). Frege Synthesized. Reidel Publishing Company, pp.197-252.

CUTER, J.V. 2005. Operations and Truth-Operations in the Tractatus. Philosophical Investigations, vol. 28,
n.1, pp.63-75.

CUTER, ].V. 2013. Logic Without Hierarchies. O que nos faz Pensar?, vol. 22, n. 33, pp.80-94.

DUMMETT, M. 1981. Frege: Philosophy of Language. Segunda Edicao. Cambridge, Massachusetts: Har-
vard University Press.

DUMMETT, M. 1991. Frege: Philosophy of Mathematics. Cambridge, Massachusetts: Harvard University
Press, 1991.

Fogelin, R. Wittgenstein. London: Routledge.

FERREIRA, R. S. 2022. Logic, ontology, and arithmetic : a study of the development of Bertrand Russell’s
Mathematical Philosophy from The Principles of Mathematics to Principia Mathematica. Porto Alegre. 504
paginas. Tese de Doutorado em Filosofia. Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Departamento de
Filosofia e Ciéncias Humanas, Programa de Pés-Graduagao em Filosofia.

FREGE, G. 1884. Os Fundamentos da Aritmética. In: Colecao Os Pensadores, Vol XXXVI. Ed. Victor Civita.
Trad: Luiz Henrique Lopes dos Santos. Sao Paulo: Abril Cultural.

FREGE, G. 2013. The Basic Laws of Arithmetic Vols 1 & 2. Ed e trad: EBERT, P, ROSSBERG, M. e WRIGHT,
C. Oxford: Oxford University Press.

83 Cf. CUTER, 2013.
84 Cf.TLP 3.315.
85 Ct. LANDINI, 2006.

86 Agradeco a um parecerista do presente texto por sugerir essa formulagao da posicao aqui defendida.
Também deixo aqui meus agradecimentos aos organizadores do evento comemorativo dos 100 anos do
TLP — Marcos Silva e Anderson Nakano — em que uma versao preliminar desse texto foi apresentada,
bem como ao corpo editorial e pareceristas pelas criticas, sugestoes, comentarios e corre¢des valiosas
que contribuiram para a melhoria do presente texto.

ANALYTICA, Rio de Janeiro, vol 25 n° 2, 2021, p. 179-198 | https://doi.org/10.35920/1414-3004.2021v25n2-2p179-198

19



ANA £yTICA

volume 25
numero 2
2021

RODRIGO SABADIN

FREGE, G. 1980. Philosophical and Mathematical Correspondence. Ed e trad: por GABRIEL, G. et al. Oxford:
Basil Blackwell.

FREGE, G. 1892. On Concept and Object. In: Collected Papers on Mathematics, Logic and Philosophy. Ed e
trad: McGUINNESS, B. Oxford: Blackwell, 1984, pp.182-194.

GEACH, P. 1981. Wittgenstein's N-Operator. Analysis, vol. 41, n. 4, pp.168-171.

KLEMENT, K. 2004. Putting Form Before Function: Logical Grammar in Frege, Russell, and Wittgenstein.
Philosophers” Imprint, vol. 4, n. 2, pp.1-47.

KLEMENT, K. 2010. The Functions of Russell’s No-Class Theory. The Review of Symbolic Logic, vol. 3, n.
4, pp.633-664.

LANDINI, G. 1998. Russell’s Hidden Substitutional Theory. Oxford: Oxford University Press.
LANDINI, G. 2006. Frege’s Cardinals as Concept-Correlates. Erkenntnis, vol. 65, n. 2, pp. 207-243.

LANDINI, G. 2011a. Logicism and the Problem of Infinity: the number of numbers. Philosophia Mathe-
matica, vol. I, n.19, pp.167-212.

LANDINI, G. 2011b. Russell. Londres: Routledge.
LANDINI, G. 2012. Frege’s Notations: What they are and how they mean. New York: Macmillan.
LINKSY, B. 1999. Russell’s Metaphysical Logic. Stanford: CSLI Press,.

MARION, M. 1998. Wittgenstein, Finitism and the Foundations of Mathematics. Oxford: Oxford University
Press.

POTTER, M. 2000. Reason’s Nearest Kin: Philosophies of Arithmetic From Kant to Carnap. Oxford: Oxford
University Press.

RAMSEY, F. 1926. The Foundations of Mathematics. In: BRAITHWAITHE, R. B. (ed). The Foundations of
Mathematics and Other Logical Essays. Londres, Routledge and Kegan Paul, 1931, pp., 1-61.

RUSSELL, B. 1919. Introduction to Mathematical Philosophy. Londres: Allen & Unwin.

WAHL, R. 2011. The Axiom of Reducibility. Russell: The Journal of Bertrand Russell Studies. vol. 31, n.1,
pp.45-62.

WHITEHEAD, A. N. & RUSSELL, B. 1925. Principia Mathematica. Vol.1. Segunda Edi¢ao, Cambridge:
Cambridge University Press.

WHITEHEAD, A. N. & RUSSELL, B. 1927. Principia Mathematica Vol.2. Segunda Edicao, Cambridge:
Cambridge University Press.

WITTGENSTEIN, L. 1993. Tractatus Logico-Philosophicus. Trad. Luiz Henrique Lopes dos Santos. Sao
Paulo: EAUSP. [Abreviatura para citagdo:“TLP”seguido do ntiimero do aforismo]

WITTGENSTEIN, L. 2008. Wittgenstein in Cambridge: Letters and documents 1911-1951. Ed e trad: Mc-
GUINNESS, B. Londres: Blackwell.

ANALYTICA, Rio de Janeiro, vol 25 n° 2, 2021, p. 179-198 | https://doi.org/10.35920/1414-3004.2021v25n2-2p179-198

197



ANA £yTICA

volume 25
numero 2
2021

O LOGICISMO DE FREGE E RUSSELL E A REJEICAO TRACTARIANA DE CLASSES
UMA TENTATIVA DE ELUCIDACAO DE 6.031

Resumo

Wittgenstein afirma no Tractatus que a teoria das classes € supérflua na Matematica e que isso esta re-
lacionado ao fato de que a generalidade exigida pela Matemadtica ndo é“acidental” (TLP 6.031). O obje-
tivo deste texto é elucidar essa afirmagao chamando a atengao para o que, seguindo Gregory Landini,
tomaremos como uma forma de Logicismo compartilhada por Frege e Russell. Esta forma de Logicismo
tem dois principios bésicos, a saber: o uso de uma teoria logica cujas varidveis estruturadas incorporam o
que hoje chamamos de teoria dos tipos simples e a analise de atribui¢bes numéricas em termos de afir-
magoes sobre conceitos ou atributos que empregam conceitos de ordem superior exatamente analogos
aos chamados quantificadores ‘numericamente definidos’. Argumentamos que € esse arcabougo tedrico
que Wittgenstein esta rejeitando em 6.031 e nao apenas o uso da Teoria dos Conjuntos na Matematica.
Também ¢ defendido que a nogdo de classe ainda tem um papel essencial a desempenhar no Tractatus.

Palavras-Chave: Wittgenstein; Tractatus; Frege; Russell; Teoria dos Tipos; Teoria dos Conjuntos.

Abstract

Wittgenstein claims in the Tractatus that the theory of classes is superfluous in Mathematics and that this
is related to the fact that the generality required by Mathematics is not“accidental” (TLP 6.031). My aim
in this paper is to elucidate this claim by calling attention to what, following Gregory Landini, I refer to
as a form of Logicism shared by Frege and Russell. This form of Logicism has two main tenets, namely:
the use of a logical theory whose structured variables embody what we nowadays call the simple the-
ory of types and the analysis of number ascriptions in terms of assertions about concepts or attributes
which employ higher-order concepts exactly analogous to so-called ‘numerically definite” quantifiers. It
is argued that it is this shared theoretical framework that Wittgenstein is rejecting in 6.031 and not just
the use of Set Theory in Mathematics. It is also argued that the notion of class still has an essential role
to play in the Tractatus.
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