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RESUMO

Ha mais de um século, modelos matematicos contribuem para o entendimento da dindmica das doengas
transmissiveis e seu controle. A aplicacdo do pensamento mecanicista na biologia foi uma extensdo da visdo
positivista que dominava o pensamento cientifico do fim do século XIX. Este artigo descreve a emergéncia
da modelagem matematica no estudo da dindmica de doencas transmissiveis, como um método formal de
argumentacdo e deducdo logica, os conceitos gerados a partir desta metodologia, em especial o limiar de
suscetiveis e o nimero reprodutivo. Por fim, sdo apresentados desafios modernos que decorrem da aplicagao
da modelagem matematica no contexto mais aplicado de resolu¢do de problemas de saude publica.
Palavras-chave: Modelagem matematica; doengas transmissiveis; influenza.

ABSTRACT

MODELING OF INFECTIOUS DISEASES. For more than a century, mathematical modeling has been
applied to the theoretical understanding and control of infectious diseases. Application of the mechanicist
reasoning in biology emerged from positivist philosophy that dominated science by the end of the XIX
century. The emergence of mathematical modeling as a formal approach to the study of transmissible diseases
is described in the manuscript, together with its main concepts, such as the susceptible threshold and the
reproductive number. We conclude this review presenting some of the major challenges posed by the application
of mathematical models in more practical problems in Public Health.
Keywords: Mathematical modeling; transmissible diseases; influenza.

RESUMEN

MODELADO DE LAS ENFERMEDADES INFECCIOSAS. Por mas de un siglo, el modelado
matematico ha sido aplicado al entendimiento tedrico y al control de las enfermedades infecciosas. La utilizacion
del pensamiento mecanicista en biologia emergi6 de la filosofia positivista que domind la ciencia hacia finales
del ciclo XIX. Este articulo describe la aparicién del modelado matematico como una aproximacion formal
en el estudio de las enfermedades de transmision, conjuntamente con sus principales conceptos, tales como
el umbral de susceptibilidad y el numero reproductivo. Finalmente, se presentan algunos de los desafios
principales derivados del uso de modelos matematicos para resolver problemas en la salud publica.
Palabras claves: Modelado matematico; enfermedades de transmision; influenza.

INTRODUCAO

Ha mais de um século, modelos matematicos
contribuem para a compreensdo da dindmica das
Tendo
sido inicialmente empregados de forma timida e

doencas transmissiveis e seu controle.
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contestada, atualmente sdo tdo conspicuos que se
torna dificil navegar na literatura da area sem um
conhecimento basico desta linguagem.

O inicio do século XX foi uma época propicia
para a articulagdo entre a linguagem matematica,
caracteristico da

o pensamento populacional
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ecologia, e os problemas epidemiologicos. Os
ultimos abundavam e demandavam dos ingleses
colonizadores, especialmente, solugdes criativas
para vencer os desafios da maléria, febre amarela,
colera e outras doencas infecciosas que ameagavam
a ocupacao e utilizagdo de suas coldnias por todo o
globo, assim como a sobrevivéncia das suas cidades
inchadas e poluidas na época da revolu¢do industrial.
Talvez por isso, os mais antigos e melhores registros
de doengas sejam de origem inglesa, como as
séries de mortalidade por colera na india, sarampo,
coqueluche e febre escarlate na Inglaterra (Bonanni
1999, Duncan et al. 2000). Para atender a demanda
por solugdes, havia o pensamento mecanicista
positivista da época que embasava o raciocinio
dedutivo da fisica e quimica de forma tdo bem
sucedida (levando ao proprio sucesso da revolucao
industrial), que se expressava pelo uso de modelos
dindmicos e sua representagdo matematica utilizando
o calculo Newtoniano (Kingsland 1995).

A aplicagdo do pensamento mecanicista na
biologia foi uma extensdo da visdo legaliforme que
dominava o pensamento da época, o qual buscava,
e encontrava, ‘leis da natureza’, tais como a lei de
Malthus na demografia e a evolugdo por selecdo
natural de Darwin'. A famosa conclusdo de Darwin
na Origem das Espécies ¢ a melhor ilustracao:

“It is interesting to contemplate an entangled
bank, clothed with many plants of many kinds, with
birds singing on the bushes, with various insects
flitting about, and with worms crawling through
the damp earth, and to reflect that these elaborately
constructed forms, so different from each other, and
dependent on each other in so complex a manner,
have all been produced by laws acting around us.
(Darwin 1859, capitulo 14, citado em Darwin 2003)”

A dindmica de populagdes ¢ uma disciplina da
ecologia que emerge deste pensamento e resulta
na maior profusdo de aplicacio da modelagem
mecanicista em ecologia, a ver os modelos Lotka-
Volterra que buscam explicar as oscilagdes entre
populagdes de predadores e presas, e os modelos
de competicdo por recurso ¢ a teoria de exclusdo
competitiva de Gause (Kingsland 1985).

'O conceito de ‘lei da natureza’ tem origem na visdo criacionista da
natureza. Modernamente, ndo ha necessidade em referir-se a leis da
natureza, mas a hipdteses que embasam as teorias correntes (Giere 1999).

Um dos primeiros esforcos de aplicacdo da
abordagem mecanicista no campo das doengas
transmissiveis ocorreu pelas maos do bacteriologista
britanico, matematico amador, poeta, escritor e
médico, Sir Ronald Ross [1857-1932]. Sir Ronald
Ross recebeu o Prémio Nobel de Medicina de 1902
por ter descoberto o parasita da malaria no trato
intestinal de mosquitos do género Anopheles e dessa
forma, provar o papel deste mosquito na transmissao
da malaria (Nye & Gibson 1997). Ross defendia
a proposta de que seria possivel reduzir a malaria
em humanos a partir da redugdo da populacdo do
vetor no ambiente. E perante a incredulidade da
maioria, fez uso da matematica para provar, de
forma dedutiva, sua teoria. Ross defendia o uso da
linguagem matematica no entendimento de questdes
epidemiologicas como “nothing but the application
of careful reasoning to the problems at issue (Ross
1911, p. 651) . Seus modelos matematicos buscavam
representar a forma e a intensidade com que os atores
envolvidos na transmissdo (hospedeiros, vetores e
parasitas) interagiam entre si, € como os fatores que
determinavam cada uma destas interagdes deveriam
afetar a variavel de interesse final: a incidéncia e
prevaléncia da doenga em estudo. Com isso, Ross
deduziu que o desaparecimento da maldria de uma
comunidade ndo requereria a erradica¢do completa
da populagdo de vetores, apenas a redugdo abaixo
de certo limiar. A existéncia de uma densidade
critica de mosquitos abaixo da qual a transmissao
¢ insustentavel formou a base racional para o uso
generalizado de inseticidas, apoiado pela Organizagao
Mundial de Saude até poucas décadas atras (Enayati
& Hemingway 2010).

Depois de Ross, um grande marco na histéria da
modelagem de doencas transmissiveis foi o trabalho
de Kermack e McKendrick de 1927 intitulado ‘A
contribution to the mathematical theory of epidemics’.
Este trabalho ¢ um dos alicerces de toda a modelagem
de epidemias de nossos tempos e apresenta o0s
principios fundamentais que levaram a construgao
dos modelos SIR (acronimo para Suscetivel-
Infectado-Recuperado). A motivagdo do trabalho
merece ser transcrita aqui: “Uma das caracteristicas
mais notaveis do estudo de epidemias € a dificuldade
em se encontrar um fator causal que dé conta em
explicar a magnitude das frequentes epidemias que

Oecol. Aust., 16(1): 110-116, 2012



112 CODECO, C.T. & COELHO, F.C.

frequentemente acometem populagdes. E com vista
a obter insights com relagdo aos efeitos de diversos
fatores que governam o espalhamento de doengas
transmissiveis, que este trabalho foi desenvolvido”
(Kermack & Mc Kendrick 1927, p. 700).

Entdo com esta motivagdo, a modelagem

r

matematica ¢ utilizada para buscar explicacdes
causais para os fendmenos observados, no caso as
flutuacdes e regularidades na ocorréncia de doencas.
Em particular, havia o debate sobre o que levava as
epidemias a chegarem ao fim. A Figura 1 exemplifica
uma tipica onda epidémica, no caso, a causada pelo
virus influenza AHIN1 que emergiu em 2009 (Fraser
et al. 2009, Oliveira et al. 2009). Debates na época de
Kermack e McKendrick ocorriam em torno das causas
dos términos das epidemias: ocorreriam por causa do
esgotamento da populagdo de suscetiveis? Ou sera que
durante o curso da epidemia, a viruléncia do agente
causador decairia gradualmente? Através de uma
argumentacdo matematica, os autores demonstraram
que o balango entre infectividade, recuperagdo e
mortalidade poderia resultar no término da epidemia
em um momento em que ainda havia suscetiveis na
populagdo. Isso aconteceria mesmo sem alteracao na
viruléncia do agente causador. Desta argumentagéo,
nasceu o conceito fundamental da epidemiologia, a
imunidade de rebanho (herd immunity).

O MODELO DE KERMACK E MCKENDRICK

A historia natural de uma infec¢do em uma
populagdo poderia ser grafada como uma sequéncia
de datas de inicio e fim do periodo infectado de
seus individuos. A partir desses dados seria possivel
calcular a incidéncia (nimero de novos casos por
dia) e a prevaléncia (numero de pessoas infectadas
a um dado momento). A curva epidémica, como a da
figura 1, seria simplesmente o grafico de incidéncia
x tempo. Kermack e McKendrick interpretaram
estes dados como resultantes de dois processos, um
seria a ‘formagdo de novos casos’ ¢ o outro seria a
‘remogao de casos’. A proporc¢ao de pessoas dentro do
compartimento variaria ao longo do tempo de acordo
com o balango entre estas duas forcas, denominadas
for¢ca de infeccdo e taxa de recuperagdo (A e r),
a dinamica

respectivamente. Matematicamente,

resultante € expressa como uma equagao de iteragao,

Oecol. Aust., 16(1): 110-116, 2012

expressa de forma discreta ou continua’.

(1)
I(t+1) =1 (t)+AI (t)-rI(t)
Ou
dl =AI(t)-rI(t)
dt (2)

onde / ¢ a fragdo de pessoas infectadas na populacao
no tempo t. A partir destas expressoes, ¢ facil deduzir
que a prevaléncia aumentara se A > » ¢ decaird se A
< r. E titulo de nota que os valores assumidos pelos
parametros do modelo discreto e continuo ndo serdo
necessariamente 0s mesmos, uma vez que o primeiro
trata de taxas de variagdo em um intervalo de tempo

finito e o segundo de taxas instantaneas.

2 Esta é a versdo simplificada do Modelo de Kermack-MacKendrick
(1927) que, no original, assume que a taxa de remoc¢ao depende do tempo
de infeccao.
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Figura 1. Curva de incidéncia de casos notificados e confirmados de
Influenza HIN1 no Brasil, em 2009 (Fonte: Secretaria de Vigilancia em
Saude, MS, Brasil).

Figure 1. Incidence curve of reported and confirmed cases of Influenza
HINI in Brazil, 2009 (Source: Secretaria de Vigilancia em Saude, MS,
Brasil)

O processo que regula a formagdo de novos
casos ¢ dependente da doenca. Em doencas de
transmissdo direta, tais como a gripe € o sarampo, a
geracao de novos casos depende do contato proximo
entre pessoas suscetiveis (S) e infectadas (I). Para
representar matematicamente este processo, 0s
autores recorreram a um principio basico da quimica
chamado “principio de agdo de massas”, que diz
que em uma solucdo homogeneizada, a taxa de
geragdo do produto € proporcional ao produto da
concentracao dos reagentes. Traduzindo em termos
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epidemiologicos, novos casos sdo gerados conforme
pessoas infectadas e suscetiveis encontram-se a uma
taxa [} vezes o produto de suas densidades.

\=pS (t) 3)

Substituindo (3) em (1) ou (2), tem-se que a
BS>r
quando S<r. Rearranjando de forma a ressaltar o

prevaléncia aumentara quando e decaira
papel dapopulacao de suscetiveis, deduz-se o aumento
da prevaléncia quando a populagdo de suscetiveis ¢
maior que »/f earedugdo da prevaléncia quando
S<r/B

Define-se assim um conceito fundamental da
teoria de doengas transmissiveis, que ¢ o limiar de
suscetiveis, abaixo do qual uma parasita ndo € capaz
de desencadear uma epidemia. Do mesmo modo, vé-
se que o declinio da epidemia ndo exige mudancas
no padrdo de viruléncia do parasita, nem mesmo o
esgotamento completo dos suscetiveis, mas a redugdo
abaixo de um limiar maior do que zero.

Estudos subsequentes de aplicagdo desta teoria
levaram a definicdo de limiares de suscetiveis para
varias doengas e o desenho de campanhas vacinais
para alcangar esses limiares (Keeling & Rohani 2008).
Quanto mais transmissivel uma doenga ¢ (maior /r)
menor sera o limiar de suscetiveis e maior o esfor¢o
de vacinagdo (para sarampo, uma doenga altamente
transmissivel, a cobertura de vacina¢do necessaria
excede os 90%). Quanto mais rapida a recuperagdo
(maior r), maior o limiar de suscetiveis.

O rearranjo desta formula resulta no indicador
mais conhecido de risco de transmissdo, o numero
reprodutivo R:

R=pS_ 4)

r

Quando S=1, ou seja, toda a populagdo ¢ suscetivel,
temos um caso especial, denominado R, ou niimero
reprodutivo basal. O R ¢ definido como o nimero
médio de casos secundarios gerados por caso primario
numa populacdo de suscetiveis (Massad et al. 2004).
Quando R for maior do que 1, 0 modelo prediz que a
introducdo de pelo menos um individuo infeccioso na
populagdo acarretard uma epidemia. Por outro lado,
quando R for menor do que 1, a doenga se extinguira
independentemente de qualquer intervencao.

EXPANDINDO O MODELO PARA OUTRAS
FORMAS DE TRANSMISSAO

O modelo SIR forma o arcabougo basico para
construcdo da maioria dos modelos epidémicos e a
derivagdo de limiares de transmissdo (Keeling &
Rohani 2008). De especial interesse sdo as doencas
transmitidas por vetores, tais como a dengue e a
malaria, nas quais o processo de formacdo de novos
casos depende do numero de mosquitos no ambiente
e de sua capacidade vetorial (Luz ef al. 2003). Com
a emergéncia da AIDS, novos desafios se colocaram
para a modelagem de doencas transmissiveis. Contato
sexual ndo se adéqua ao principio de acao de massas:
isto €, contatos ndo sdo aleatorios € nao ocorre a
uma taxa constante por toda a populacdo. Uma das
primeiras tentativas de contornar esse problema
considerou que a incorporacdo no modelo de uma
heterogeneidade na taxa de contato (Anderson et al.
1991). A analise destes modelos introduz o conceito
de grupos centrais (core groups), um conjunto
pequeno de pessoas responsavel pelo maior nlimero
de transmissdes. Mais tarde, outro conceito correlato
— superspreaders - surge no contexto da epidemia
de SARS (Lloyd-Smith et al. 2005). A percepcao
da importancia da heterogeneidade entre individuos
na dinamica de doengas - com melhor potencial de
explicacdo dos dados - levou a uma explosdo de
trabalhos que buscam incorporar heterogeneidades no
termo de transmissao, sejam estas temporais (variagdes
climaticas ou comportamentais dependentes da época
do ano), espaciais, estrutura etaria da populagio,
comportamentos, etc (Keeling & Rohani 2008).
introducdo de detalhes,
aumento do poder computacional, fez com que
modelos tornassem cada vez maiores, por um lado
ganhando em descricao, por outro lado perdendo em
representatividade e faminto de dados.

Essa associada ao

EPIDEMIOLOGIA DE REDES

Logo no inicio da epidemia de AIDS, Klovdahl
(1985) reconheceu que a extensdo da transmissao
da epidemia dependeria da estrutura das relagdes
pessoais e que a compreensdo destas estruturas seria
util para estimagdo do seu potencial epidémico. O
que estava sendo proposto era a troca do olhar sobre
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a populacdo como um conjunto de grupos sociais,
por um sistema composto por individuos articulados
em redes de contato. A defini¢do do contato varia de
doenga para doenga, e a rede de contatos surge do
compartilhamento de comportamentos interacionais
que “podem” servir de rotas para o espalhamento do
agente infeccioso, no caso da AIDS, sendo o sexo
inseguro e/ou o compartilhamento de seringas nao
esterilizadas.

A simulagdo do espalhamento de uma infecgao
em redes esta baseada no principio de que a taxa
de geragdo de novos casos depende da presenca de
infectados dentre os contatos do suscetivel e que
o nimero de pessoas com quem um individuo tem
contatos (a rede pessoal) pode variar de tamanho. A
distribuicdo do tamanho das redes pessoais, assim
como os padrdes de transitividade na rede (triangulos
- 0 amigo do meu amigo, também é meu amigo)
afetam a dinamica de transmissao e estudos de campo
buscam, por varias técnicas, descrever a topologia das
redes humanas. De forma geral, a restricdo do espaco
de interacOes atrasa a transmissdo e as epidemias
geradas por modelos em rede sdo mais lentas do que
aquelas geradas em modelos de mistura homogénea
(Keeling & Eames 2005).

INCERTEZAS

A breve descricdo dos requisitos para uma
modelagem aplicada a tomada de decisdo da sec@o
anterior nos pde em contato com outro conceito que
ronda constantemente toda a atividade de modelagem:
Modelos
total certeza quanto aos mecanismos geradores

a incerteza. deterministicos assumem
da dinamica modelada. Entretanto, por mais que
a desejemos, tal certeza na maioria das vezes esta
além do alcance. Existem quatro fontes basicas de
onde a incerteza em modelos deterministicos emana:
a ignorancia resultante da presenca de parametros
para os quais ndo se conhece o valor, ou os quais nao
sdo mensuraveis; erros de medida, quando valores
de parametros que representam grandezas fisicas
precisam ser medidos através de experimentos - e toda
mensuracao experimental carrega em si uma margem
de erro, além da estocasticidade natural resultante de
parametros que apresentam uma variabilidade natural
(por exemplo, o nimero de ovos posto por uma fémea
de Aedes aegypti). Se o modelo for muito sensivel
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ao valor deste parametro, representa-lo por sua média
ndo ¢ suficiente. E finalmente, a propria estrutura
do modelo, pois um modelo ¢ uma hipotese, e pode
haver hipoteses alternativas para descrever o mesmo
fendmeno, e naturalmente, diferentes modelos
tém diferentes capacidades de se ajustar aos dados
(Giere 1999). O tratamento da incerteza no caso dos
parametros ¢ resolvido por meio da representacdo
dos mesmos como varidveis aleatorias ¢ da utilizacao
de metodologias de Monte Carlo para determinar o
mapeamento das incertezas no nivel dos parametros
na incerteza sobre os resultados do modelo. No
caso especial da incerteza quanto a formulacdo do
modelo, o modelador pode recorrer a métodos bem
estabelecidos para comparagdo do desempenho dos

varios modelos. Esta €é uma area de atividade recente.
DESAFIOS ATUAIS

Modelos matematicos para doengas transmissiveis
foram originalmente desenvolvidos, nas palavras
de Ronald Ross, para ajudar na elaboracdo de
raciocinios logicos na presenca de muitos elementos
e nao linearidades, como ¢ o caso das doengas
modelos tornaram-se
para organizagdo do
conhecimento, proposi¢ao de hipdteses, identificacao

transmissiveis. Como tal,

importantes  instrumentos
de lacunas e potenciais falhas logicas de raciocinio
(Giere 1999). Contudo, ja no passado e cada vez mais
hoje em dia, modelos matematicos sdo oferecidos
como fundamentais para a tomada de decisdo em
situagdes de crise ou limitacdo de recursos. No
passado, a politica de combate a malaria através
do uso maci¢co de DDT foi embasada nos modelos
matematicos de McDonald (Enayati & Hemingway
2010). Atualmente, diante da emergéncia da SARS
e do novo virus influenza HINI1, a Organizacdo
Mundial da Saiude convocou equipes de modeladores
com o proposito de realizar modelagem em tempo
real de epidemias e auxiliar nas tomadas de decisao
(WHO 2009). A esses esforcos em tempo real,
somam-se politicas baseadas em modelos, como a
estocagem de antivirais para intervencao em massa
dada a emergéncia de um novo virus influenza
(Longini et al. 2005), e as estratégias de contencao da
Febre aftosa (Louz et al. 2010).

Desafios novos se colocam quando o uso de
modelos passa de uma perspectiva mais contemplativa
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para uma de subsidio a agdo. No primeiro caso,
nao havia a necessidade de adequagdo quantitativa
do modelo a realidade, o que se buscava era a
identificacdo das leis da natureza e posteriormente a
testagem de hipoteses, para as quais a concordancia
qualitativa entre a dindmica observada e a predita pelo
modelo seria suficiente. Para a agdo, porém, ¢ preciso
identificar quantidades, associar logisticas e, para
isso, modelos mais precisos (mais aderentes a escala
real do fendmeno) sdo necessarios. Precisao demanda
dados para parametrizagao e estes nem sempre podem
ser obtidos na velocidade, qualidade e quantidade
necessarias. Por exemplo, dados de incidéncia sdo
fundamentais para o ajuste de modelos (ver Boelle
2009 para um exemplo com influenza), mas se a sub-
notificagdo for alta, ou erros de diagnostico forem
comuns, 0 ajuste que sera feito ndo necessariamente
refletird a situacdo epidemiologica (Nishiura et al.
2010).

Na medida em que a linguagem matematica
invade a literatura bioldgica e, em especial, a area
de doengas transmissiveis, o desafio maior que
surge ¢ a capacitagdo matematica dos profissionais
da area da saude e meio ambiente. O curriculo atual
ndo ¢ suficiente de forma alguma. E ndo ha como
escapar desta discussdo. Até onde se pode avistar,
a matematica estard presente na construcdo do
conhecimento bioldgico e na defini¢do de politicas.
Nao ha como questionar a ciéncia e suas decisdes sem
conhecer matematica.
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